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PHOTOCOPILLAGE 
TUE LE LIVRE 


La finance occupe aujourd'hui une place essentielle dans nos sociétés. Elle fait en effet partie de 
la vie de chacun : nous empruntons, épargnons ou investissons pour l'achat d'un bien, nous nous 
débattons dans les agios, les frais bancaires et les TEG. Les actualités nous font suivre les varia- 
tions des cours des marchés financiers, les difficultés des États à obtenir des crédits nous font 
découvrir les agences de notation et les journaux font quotidiennement état de la Dette. 
L'entreprise qui doit gérer sa trésorerie, investir, se financer, est confrontée aux mêmes 
difficultés que chacun d’entre nous, et que chaque État. 


Les mathématiques financières, apportant les outils nécessaires à la compréhension des problèmes 
financiers, occupent ainsi un rôle central dans la finance moderne et il est devenu indispensable de 
maîtriser les concepts qui les sous-tendent pour rationaliser nos décisions. 


Ce cours présente successivement : 


- les principes de base du calcul financier en avenir certain, mettant l'accent sur la valeur 
temporelle des capitaux (intérêts simples et intérêts composés) ; 
- les opérations financières du court terme, telles les opérations bancaires de découvert, de 
crédit, les comptes d'épargne, les remises à l'escompte pour les entreprises ; 
- les opérations financières du long terme, avec les emprunts indivis et obligataires. 
Les méthodes de choix des investissements ou de financements sont également explicitées ainsi 
que les mécanismes qui régissent le cours de bourse des obligations d'État. Les opérations du 
marché monétaire sur lequel les entreprises obtiennent des financements où peuvent au 
contraire placer leurs excédents de trésorerie de façon à accroître leur rentabilité sont égale- 
ment étudiées. 


Chaque notion nouvelle est illustrée d'exemples et de schémas afin de faciliter son assimilation. 
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Cet ouvrage est ainsi une aide précieuse aussi bien pour tous les étudiants des différents filières 
de l’enseignement supérieur de gestion (universités, écoles de commerce, IAE, expertise comp- 
table) que pour les professionnels confrontés à des obligations de rentabilité dans un marché 
de plus en plus concurrentiel. 
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Les principes 


Chapitre 1 - Les intérêts simples 15 
Chapitre 2 - Les intérêts composés 33 


Il convient, avant de s'intéresser aux opérations financières les plus fréquentes que l'on trouve 
sur le marché, d'étudier les principes mathématiques qui conditionnent les valeurs des capitaux. 


Un élément essentiel : /a valeur d'un capital est toujours attachée à une date. 


Un tiens, dit-on, vaut mieux que deux tu l'auras. Cette assertion est intuitivement partagée par 
chacun d'entre nous, et si nous avons le choix, nous préférons tous recevoir 10 euros aujourd'hui 
plutôt que dans un mois, et encore plus que de ne les recevoir que dans deux mois, preuve que 
nous savons tous l'importance de la date attachée à un capital. 


Les mathématiques financières permettent de mesurer l'impact de la durée sur les différents 
capitaux. Elles rendent possible de répondre par exemple à cette question : comment éva- 
luer le capital qui serait équivalent, dans un mois, à ces 10 euros aujourd'hui ; où bien : 
combien faudrait-il me verser dans un mois pour que j'accepte l'échange avec ces 10 euros 
que je possède aujourd'hui ? 
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Les mathématiques financières sont fondées sur le principe que tout capital disponible peut être 
placé et rapporter ainsi un intérêt qui viendra augmenter la valeur du capital initial. 


Notons enfin que, selon le parti pris, toute opération financière peut être considérée aussi bien 
comme un placement que comme un emprunt ; ainsi par exemple, le particulier qui effectue un 
placement auprès d'un établissement bancaire prête en réalité un capital à cet établissement, qui 
peut en disposer comme il l'entend. 


Les intérêts simples 


La méthode des intérêts simples est utilisée pour les opérations financières du court terme, dont la durée 
est inférieure à un an. 

Légalement, l'utilisation des intérêts simples pour une opération financière de durée supérieure à 1 an 
est interdite. 


1 Calcul de l'intérêt : formule générale de l'intérêt simple 


On appelle intérêt la rémunération d'un prêt d'argent : 

e la personne qui prête l'argent se prive de la possibilité de pouvoir elle-même placer son capital 
et donc de toucher elle-même des intérêts ; 

e tout prêteur court le risque de ne pas être remboursé. Cette prise en compte du risque justifie 
la rémunération dont le niveau est apprécié en fonction du risque présumé de défaillance. 


L'intérêt est proportionnel au montant du capital placé (ou emprunté), à la durée du placement, 
et au taux d'intérêt. 
M Formule de calcul 


L'intérêt / rapporté par un capital placé (ou emprunté), pendant n périodes, au taux d'intérêt simple 
t relatif à la période est : 


1I=Cxtxn 
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Avec : 

1: montant de l'intérêt simple 

C : capital placé ou emprunté (nominal) 

n : nombre de périodes de placement ou d'emprunt (durée de l'opération financière) 
t : taux nominal d'intérêt relatif à la période 


Attention, le taux doit nécessairement se rapporter à la période choisie comme unité : ainsi, sin 
est exprimée en jours, le taux t doit être journalier ; si n est exprimée en mois, le taux t doit être 
mensuel etc. 


En l'absence de toute autre stipulation, le taux d'intérêt est toujours supposé annuel. 


M 7aux d'intérêts proportionnels 

Il faut, pour calculer l'intérêt simple rapporté par un placement, modifier éventuellement la pério- 
dicité attaché au taux d'intérêt, selon la durée de l'opération. 

À intérêts simples, pour changer la périodicité attachée à un taux, il convient de calculer des taux 
proportionnel. 

Deux taux d'intérêts, t, portant sur la période D et t, portant sur la période d, sont proportionnels 
si leur rapport est égal au rapport des périodes de capitalisation : 


t _ D 
t, d 


AVEC : 
t, : taux portant sur la période D 
t, : taux portant sur la période d 


Ainsi, par exemple, le taux semestriel t, proportionnel à un taux annuel t, sera deux fois moins élevé 
que ce taux annuel puisque le semestre est deux fois moins long que l'année. 


EH Le problème du taux journalier 


Une année compte 365 jours, ou 366 jours lorsqu'il s'agit d'une année bissextile. 


Pour déterminer le taux journalier proportionnel à un taux annuel £, il faudrait donc diviser le taux 
annuel par 365 ou 366. 
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Si cette division s'avère simple aujourd'hui, pour nous qui disposons d'outils de calcul performants, 
elle était hier bien compliquée, et il a été d'usage, pour faciliter le calcul des taux, de travailler avec 
une année financière de 360 jours. 


Aujourd'hui, selon le type d'opérations financières, selon l'établissement financier, selon même la 
catégorie de clients, les usages sont différents. Par exemple, le montant des coupons d'obligations 
est toujours calculé avec le nombre de jours réel, mais on utilise 360 jours pour les opérations du 
marché monétaire. Pour d'autres opérations, comme les opérations d'escompte, il n'y a pas 
d'homogénéité, et on pourra aussi bien trouver des calculs avec 360 qu'avec 365 jours. 

Notons bien que, même si la base retenue pour le calcul du taux journalier est 360 jours, le nombre 
de jours de l'opération financière est compté pour sa durée exacte (mois calendaires : 31 jours en 
janvier, 28 ou 29 en février, 31 en mars, etc.). 


Qu'est-ce qu'une année bissextile ? 


Les durées de l’année civile et de l’année solaire ne coïncident pas tout à fait, aussi a-t-on pris l'habitude 
d'ajouter une journée intercalaire afin de rattraper le retard pris par l'année civile sur l'année solaire. Ce jour 
intercalaire est le 29 février, ajouté aux 28 jours que compte le mois de février, lorsque l'année est bissextile. 


Comment savoir si une année est bissextile ? 


Les années bissextiles sont : 
— soit divisibles par 4 mais non divisibles par 100 ; 
— soit divisibles par 400. 


Exemples : 

— 2014 n'est pas divisible par 4 (2014/4 = 503,5) ; ce n'est donc pas une année bissextile. 

— 2016 est une année bissextile puisque 2016 est divisible par 4 (2016/4 = 504). 

— 2100 n'est pas une année bissextile ; en effet, 2100 est divisible par 4, mais est aussi divisible par 100 
(et pas par 400). 


— 2000 est une année bissextile puisqu'elle est divisible par 400 (peu importe alors qu'elle soit divisible par 100). 


Exemple 1. Calculer le montant de l'intérêt rapporté par un capital de 10 000 €, placé pendant 1 an 
sur un compte rémunéré à 1,5 %. 


La durée de l'opération est égale à 1 an. 
La durée de l'opération étant exprimée en années, on peut effectuer le calcul de l'intérêt facilement : 
IEC rime ITS EVE 
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Exemple 2. Calculer le montant de l'intérêt rapporté par un capital de 6 000 €, placé pendant 4 mois 
sur un compte rémunéré à 1,5 %. 


La durée de l'opération est égale à 4 mois. 
La durée de l'opération étant exprimée en mois, il faut transformer le taux annuel en un taux mensuel, soit : 
t 
== 
#7 72 
L'intérêt rapporté par le capital est donc : 


RUE x 4 = 30€ 


= Cx tx n = Cx LE x n = 6 000 x 


Exemple 3. Calculer le montant de l'intérêt rapporté par un capital de 15 000 €, placé du 14 août 2015 
au 10 novembre 2015 sur un compte rémunéré à 1,5 %. 


On travaillera sur une base de 360 jours. 
La durée de l'opération est égale à : (31 - 14) + 30 + 31 + 10 = 88 jours. 


La durée de l'opération étant exprimée en jours, il faut transformer le taux annuel en un taux journalier, 

soit : 

t 

t; — 2 
36 


L'intérêt rapporté par le capital est donc : 


Cr Co ue 
360 360 


x ER= 55€ 


Exemple 4. Calculer le montant de l'intérêt rapporté par un capital de 18 000 €, placé du 14 février 2016 
au 5 mai 2016 sur un compte rémunéré à 1,5 %. 


On travaillera sur une base de 360 jours. 
Attention, l'année 2016 est une année bissextile, le mois de février compte 29 jours. 
La durée de l'opération est égale à : (29 — 14) + 31 + 30 + 5 = 81 jours. 
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La durée de l'opération étant exprimée en jours, il faut transformer le taux annuel en un taux journalier, 
soit : 


.— la 

360 

L'intérêt rapporté par le capital est donc : 

I=Cxt;xn=cCx la x n =18 000 x QUE 5 Gl=C075<E 
360 (0) 


Attention à ne pas confondre le nombre de périodes et le nombre d'échéances. 
Entre 2 échéances, on ne compte qu'une période. 


1"° période 2° période KÈME période 


D D SR T _ D 


+ L L + ++ 
0 1 2 k-1 k 


Il faut donc toujours faire attention à savoir si on compte les périodes, séparées par les dates, ou les dates, 
qui séparent les périodes. 


Exemples : si un voyage dure 3 heures, et commence à 14 heures, ilse terminera à 17 heures, et réciproquement 
un voyage qui a eu lieu de 14 heures à 17 heures ne dure que 3 heures. De la même façon, un placement 
de 3 jours, effectué le 2 janvier, se terminera le 5 janvier et réciproquement, si un placement est effectué du 
2 au 5 janvier, il durera : 5 - 2 = 3 jours. 


2 | Valeur acquise, valeur actuelle d’un capital 

placé à intérêts simples 
La valeur acquise d'un capital est le montant de ce capital, augmenté des intérêts. Le capital est 
évalué à une date postérieure à la date à laquelle il est connu. 


La valeur actuelle d'un capital est le montant de ce capital, évalué à une date antérieure à la date 
à laquelle il est connu. 


L'ESSENTIEL DES MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES 


On a: 


Valeur acquise par un capital = 
Valeur actuelle du capital + Intérêt (calculé sur la valeur actuelle du capital) 


Attention : l'intérêt est toujours calculé sur la valeur du capital initial (en début d'opération), 
c'est-à-dire sur la valeur actuelle du capital. 


EH Le diagramme des flux 
On appelle le diagramme des flux de capitaux le diagramme sur lequel apparaissent les différents 
capitaux, aux dates auxquelles ils sont attachés. 


Les capitaux qui entrent en trésorerie sont représentés au-dessus de l'axe, les capitaux qui sortent 

de la trésorerie sont représentés en-dessous de l'axe. 

Notons que le diagramme sera symétrique selon que l'on se place : 

e du point de vue du prêteur (ou de celui qui place le capital) : l'argent sort de ses caisses au début de 
l'opération (date 0), et entre dans ses caisses quand il est remboursé, à la fin de l'opération, à la date n. 


Valeur acquise 
Ld 


0 n 


périodes 


Valeur actuelle 


e du point de vue du l’'emprunteur : le capital entre dans ses caisses au début de l'opération (date 0) 
et sort de ses caisses quand il rembourse, à la date n, date de fin d'opération (pour rentrer dans 
les caisses du prêteur). 


Valeur actuelle 


D 
ériodes 
(0) n ï 


Valeur acquise 
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Remarque : le diagramme des flux est une aide précieuse pour la résolution d'un problème de 


mathématiques financières. 


Exemple 1. Calcul de la valeur acquise par un capital de 10 000 €, placé au taux de 2 % pendant un an. 


Es) 
> années 


(0) 1 


10 000 € 


On connaît la valeur du capital initial ; on peut donc appliquer la relation sans difficulté. 
Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt 

X = 10 000 +10 000 x 0,02 x 1 

X = 10 000+200 

X =10 200 

Après un an de placement, les 10 000 € placés à 2 % auront acquis une valeur de 10 200 €. 


On peut aussi interpréter ce résultat ainsi : si le taux d'intérêt courant sur le marché est de 2 %, il est équivalent 
d'obtenir 10 000 € aujourd'hui ou 10 200 € dans un an : 10 000 € aujourd'hui valent 10 200 € dans un an. 


Exemple 2. Calcul de la valeur acquise par un capital de 10 000 €, placé au taux de 2 % du 14 octobre 2015 
au 17 mai 2016. On considérera une année financière de 360 jours. 

On connaît là encore la valeur du capital initial ; on peut donc appliquer la relation sans difficulté. 

La durée de l'opération est exprimée en jours, il ne faut pas oublier de déterminer le taux journalier 
proportionnel au taux annuel de 2 %. 


216 jours 


x 


> jours 
14/10/15 17/05/16 


10 000 € 
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Durée de l'opération : 
(31 — 14) + 30 + 31+ 31 + 29 + 31+ 30 + 17 = 216 jours 
Taux journalier : 


no 
17360 360 
Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt 
= 10000 +10 000 x 202 x 216 
360 
=10 000 + 120 
=\0 120 € 


Ainsi, après avoir été placé 216 jours au taux de 2 %, un capital de 10 000 € a acquis une valeur de 
10 120 € : 10 000 € aujourd'hui équivalent à 10 120 € 216 jours plus tard. 


Exemple 3. Calcul de la valeur actuelle d'un capital placé pendant un an au taux de 1,5 %, qui, à l'issue de 
l'opération, vaut 12 000 €. 


Cette fois, on ne connaît pas la valeur du capital initial sur lequel est calculé l'intérêt ; on doit donc résoudre 
une équation pour le déterminer : 


12 000 


+ années 
0 { 


Es 
Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt 


12000 = X +Xx 0,015x1 

& 12000=X(1+0,015) 
12 000 

> 

(1+0,015) 

& X=11 822,66 


C'est donc un capital de 11 822,66 € qui, placé pendant 1 an au taux de 1,5 %, a acquis une valeur de 12 000 €. 
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Exemple 4. Calcul de la valeur actuelle d’un capital placé du 10 novembre 2015 au 14 août 2016, qui à l'issue 
de l'opération vaut 4 600 €. Le taux d'intérêt est égal à 1,4 % et la base retenue pour le calcul de l'intérêt est 
égal à 360 jours. 

Cette fois encore, on ne connaît pas le montant du capital initial sur lequel se calcule l'intérêt, il faut 
résoudre une équation pour obtenir sa valeur. 


La durée de l'opération est exprimée en jours, il ne faut donc pas oublier de déterminer le taux journalier 
proportionnel au taux annuel de 1,4 %. 


278 jours 
4 600 
> jours 
10/11/15 14/08/16 


X 


Durée de l'opération : 
(30 — 10) + 31 + 31 + 29 + 31 + 30 + 31 + 30 + 31 + 14 = 278 jours 
Taux journalier : 
_ t, _ 0,014 
17360 360 
Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt 


Abo IE 
360 


278 


0,014 
+ 
360 


4 600 = x (1 x278) 


2 4600 
( + UE x 278) 
360 


 X =4 550,80 


Il faut donc placer 4 550,80 € à 1,4 % pour obtenir, 278 jours plus tard un capital de 4 600 £ ; ou encore : 
il est équivalent de détenir 4 550,80 € aujourd'hui et 4 600 € dans 278 jours, si le taux d'intérêt courant sur 
le marché s'élève à 1,4 % sur la période. 
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3 | Équivalence à intérêts simples 


Deux capitaux ou groupes de capitaux sont équivalents, à une date donnée, s'ils ont, à cette date, 
la même valeur actuelle ou acquise. 
Cette date s'appelle la date d'équivalence. 


Dire que des capitaux sont équivalents c’est dire que ces capitaux ont la « même valeur », compte 
tenu de la prise en compte du temps et du fait qu'un capital disponible peut être placé au taux du 
marché et rapporter un intérêt. 


Exemple. On considère un compte rémunéré à 3 %. Le versement des intérêts est trimestriel. 

Le 1 janvier 2016, le solde du compte s'élève à 9 000 €. Les opérations suivantes sont effectuées : 
e Retrait le 14 janvier 2016 : 3 000 

e Dépôt le 10 mars 2016 : 3 000 

Quel est le montant du compte au 31 mars 2016 ? 

Construisons d'abord le diagramme des flux : 


Date d'équivalence 


91 jours 
77 jours 
21 jours 
9 000 — 3 000 + 3 000 
> Jours 
01/01/16 14/01/16 10/03/16 31/03/16 


X 


Déterminons maintenant la durée s'écoulant entre chaque opération et la date d'équivalence, le 31 mars 
2016. 


Du 1% janvier (inclus) au 31 mars, on compte : 31 + 29 + 31 = 91 jours ; 
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Du 14 janvier au 31 mars, on compte : (31 — 14) + 29 + 31 = 77 jours; 
Du 10 mars au 31 mars, on compte : 31 — 10 = 21 jours. 
On peut maintenant calculer le montant du capital au 31 mars 2016 : 


X = (9000 +9 000 x se x 91) = (000 + 3000 x NE 
360 360 


x77)+ (000 + 3000 x QE x 21) 
360 


 X= 9068,25-3019,25+3005,25 
 X=9054,25 € 


C'est donc 9 054,25 € le 31 mars 2016 qui équivalent aux différents flux de capitaux, étant donné les dates 
auxquelles ils sont attachés et le taux d'intérêt sur la période. 


Remarque : il était également possible de calculer la valeur du capital après chaque opération avec les 
intérêts correspondant à chaque durée. Attention, dans ce cas à ne pas additionner l'intérêt au capital avant 
la fin de la période de capitalisation, c'est-à-dire avant le 31 mars, fin du trimestre puisque le versement des 
intérêts est trimestriel. 


Du 1% janvier (inclus) au 14 janvier, on compte : 14 jours ; 

Du 14 janvier au 10 mars, on compte : (31 — 14) + 29 + 10 = 56 jours ; 
Du 10 mars au 31 mars, on compte : 31 — 10 = 21 jours. 

Du 1% janvier (inclus) au 14 janvier, le capital est égal à 9 000 €, 


il rapporte un intérêt de : 9 000 x ue 
360 


x 14=10,50 €. 


Du 14 janvier au 10 mars, le capital est égal à 9 000 — 3 000 = 6 000 €, 
: re 0,03 

il rapporte un intérêt de : 6000 x ee x 56=28€. 

Du 10 mars au 31 mars, le capital est égal à 6 000 + 3 000 = 9 000 €, 
il rapporte un intérêt de : 9 000x 2 x21 =iB,759 €. 


Au 31 mars, le solde du compte est donc égal à : 9 000 + 10,50 + 28 + 15,75 = 9 054,25 €. 
On retrouve, bien sûr, le même solde, mais cette méthode est beaucoup moins efficace que la première. 
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4 Taux d'intérêt effectif ou taux réel d'une opération 


financière 


Les opérations financières, en plus du versement de l'intérêt, sont souvent chargées de divers frais. 
Le taux réel de l'opération est alors supérieur au taux nominal d'intérêt retenu. 

On appelle taux d'intérêt effectif ou taux de rendement annuel arithmétique le taux, calculé selon 
la méthode des intérêts simples classique (avec remboursement des intérêts lors du rembourse- 
ment du prêt, ou à l'échéance du placement), qui permettrait d'obtenir l'équivalence des capitaux 
réellement échangés. 


Exemple. Une entreprise emprunte pour une durée de 90 jours un capital de 100 000 € sur le marché monétaire. 
Les conditions sont les suivantes : taux d'intérêt 4,5 %. Année financière de 360 jours. 


Le versement du prêt est subordonné au versement de frais de dossier, à la charge de l'emprunteur, 
d'un montant de 500 €. Déterminer le montant du taux d'intérêt effectif. 


Calculons d'abord le montant du capital que devrait rembourser l'entreprise au terme de l'opération, 
compte tenu du taux nominal d'intérêt : 


90 jours 
100 000 
Jours 
(0) 90 


X 


Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt 


0,045 
—— x 


100 000 + 100 000 x 90 


100 000 +1125 
= 0 125€ 


C'est donc 101 125 € que l’entreprise devra verser pour rembourser son emprunt de 100 000 €, au taux 
nominal de 4,5 %, à l'issue des 90 jours d'emprunt. 
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Mais le versement du prêt est conditionné au versement de 500 € de frais de dossier, à la charge de 
l'emprunteur ; si on considère les capitaux qui vont réellement être échangés, le diagramme des flux devient 
le suivant : 


90 jours 


99 — 
> Jours 


0 90 


101 125 


En effet, à la date de l'emprunt, l'entreprise ne reçoit réellement que : 100 000 — 500 = 99 500 €. 
Elle rembourse bien en revanche la valeur acquise par le capital au terme des 90 jours. Le taux effectif de 
l'intérêt est donc supérieur au taux nominal annoncé. 


Appelons t, ce taux réel ; il satisfait la même équation de base : 
Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt (calculé sur la valeur actuelle du capital) 


101125 =99 500 +99 500 x _& x90 
360 


= 1625 = 99200 € 6. 90 
360 
& t:=0,0653 


C'est donc en réalité un taux de 6,53 % qui échange un capital de 99 500 €, montant réellement reçu par 
l'emprunteur, contre 101 125 €, montant qu'il doit verser au prêteur à l'issue de l'opération (au terme des 
90 jours). 

Le taux effectif de l'opération, ou taux de rendement annuel arithmétique, est égal à 6,53 %. 


5 | L'escompte. Remise à l'escompte d'un effet de commerce 


Un effet de commerce, ou traite, ou lettre de change, est une reconnaissance de dette qu'un four- 
nisseur reçoit de son client. 
L'effet est caractérisé par un montant nominal et une date d'échéance : l'effet est payable à terme 


et n'a donc pour valeur son montant nominal qu'à la date d'échéance. C'est seulement à sa date 
d'échéance que l'effet de commerce est payé en monétaire par l'émetteur. 
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Si le détenteur de l'effet veut pouvoir bénéficier plus tôt du montant de cette traite, il peut 
« vendre » son effet avant la date d'échéance à un banquier. On dit qu'il remet l'effet de com- 
merce à l'escompte. Le banquier escompte l'effet de commerce, c'est-à-dire consent un « prêt » 
puisqu'il avance au détenteur de l'effet un capital qui lui sera remboursé à la date d'échéance 
par celui qui a émis l'effet. En fait, le banquier, lorsqu'il escompte un effet de commerce, 
« rachète » une dette. Il retient en échange de l'avance qu'il effectue une rémunération appelée 
escompte. 


L'escompte n'est pas un intérêt puisqu'il n'est pas calculé, comme doit l'être l'intérêt, sur le capital 
prêté. 

En effet, dans une opération d'escompte, le capital de référence pris en compte pour le calcul de la 
rémunération du prêteur est le nominal de l'effet, c'est-à-dire le capital attaché à la date de fin 
d'opération. 

Par la nature même du calcul effectué pour obtenir la valeur de l'escompte, cette opération finan- 
cière est une opération d'emprunt dont /e taux réel est plus élevé que le taux d'escompte. En effet, 
la rémunération du prêteur n'est pas calculée sur le montant du capital réellement prêté, mais sur 
un capital plus élevé, le capital évalué à la date de fin d'opération. 


H Diagramme des flux 


Si on se place du point de vue de celui qui escompte (le banquier, qui prête l'argent au détenteur 
de l'escompte) : 


n jours N : Montant 
nominal de l'effet 
> Jours 
Date de la remise à l'escompte Date d'échéance 


V, : Valeur actuelle de 
l'effet 
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M Calcul de l'escompte 


L'escompte est donc la rémunération reçue par la banque pour avancer (payer avant l'échéance) au 
commerçant le montant de l'effet de commerce. 


E=Nxtxn 


Avec : 

E : montant de l'escompte 

N : montant nominal de l'effet de commerce 

t. : taux d'escompte 

n : durée de l'opération 

Là encore, bien sûr, le taux doit se rapporter à l'unité de période considérée pour la durée de 


l'opération. 
H Valeur actuelle de l'effet de commerce 


La valeur actuelle de l'effet est égale au montant du capital remis par le banquier au détenteur de 
l'effet de commerce lors de la remise à l'escompte. 


V,=N-E 


Avec : 

V, : montant de la valeur actuelle de l'effet 
E : montant de l'escompte 

N : montant nominal de l'effet de commerce 


EH 7aux réel ou effectif de l'opération d'escompte 


On rappelle que le taux d'intérêt effectif est le taux, calculé selon la méthode des intérêts simples 
classique (avec remboursement des intérêts calculés sur le capital initial lors du remboursement du 
prêt), qui permettrait de calculer le montant d'intérêt réel de l'opération. 
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Le diagramme des flux est le même : 


n jours N : Montant 
nominal de l'effet 
> Jours 
Date de la remise à l'escompte Date d'échéance 


V, : Valeur actuelle de 
l'effet 


Si on reprend l'équation de base des mathématiques financières à intérêts simples : 


Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt (calculé sur le capital de début 
d'opération) 


Cette équation se traduit dans le cas de l'opération d'escompte par : 


N=V+Vx LE xn 
360 


Le taux réel est le taux qui est solution de cette équation. 


Les différentes commissions prélevées lors de l'opération d'escompte ne font qu'alourdir encore le 
taux effectif de l'opération. 


Exemple. On considère un effet de commerce de nominal 10 000 €, à échéance du 12 mai 2016. Le 3 janvier 
2016, le détenteur le remet à l’escompte. Le taux d'escompte s'élève à 5,4 %. 


1. Déterminer le montant de la remise. 
2. Quel est le taux effectif de l'opération ? 


1. La durée de l'opération est égale à : (31-3)+29+31+30+12 = 130 jours. 
On a le diagramme des flux suivants : 
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130 jours 
Nominal : 10 000 
> Jours 
Remise à l'escompte : 03/01/16 Échéance : 12/05/16 

| 

V, 
La valeur de l'escompte est égale à : 
NE IOIOOUE ARE +180 = 15 € 

360 


La valeur actuelle de l'effet, c'est-à-dire le capital reçu le 3 janvier 2016 par l'entreprise en échange de l'effet 
de commerce, est donc : 


VN= NI E=\0/000=195=9805<€: 
2. On peut maintenant calculer le taux effectif de l'opération d'escompte : 
Le diagramme des flux, prenant en compte les capitaux réellement échangés, est le suivant : 


130 jours ! 
Nominal : 10 000 


= > Jours 
Remise à l'escompte : 03/01/16 Échéance : 12/05/16 
| 


V, = 9805 


Le taux réel est donc le taux solution de l'équation : 
Valeur acquise par le capital = Valeur actuelle du capital + Intérêt (calculé sur le capital de début d'opération) 
Soit ici : 
10 000 = 9805+9805x-_ x130 
360 


& 195 = 9805x—4%_ x130 
360 


& te=0,0551 


Finalement, cette opération d'escompte au taux de 4,5 %, consistant à échanger 10 000 € contre une 
valeur escomptée de 9 805 €, 130 jours plus tôt, correspond à un emprunt classique qui aurait été consenti 
au taux de 5,51 %. 


Les intérêts composés 


Pour une opération financière dont la durée est supérieure à un an, l'intérêt est obligatoirement calculé 
de façon composée. 

Lorsque la durée de l'opération est inférieure à un an (court terme), l'intérêt est simple, sauf information 
contraire. 


1 Définition 


Un capital est placé à intérêts composés lorsque, à la fin de chaque période de capitalisation, l'intérêt 
simple de la période est incorporé au capital pour, à son tour, rapporter de l'intérêt à la période 
suivante. 


Attention : la période k débute à la date k —1 et se termine à la date k. 
Un capital est « attaché » à une date : on notera C, la valeur du capital à la date K. 
Soit j le taux d'intérêts composés. 


2 | Actualisation et capitalisation d'un capital placé 
à intérêts composés. Évaluation d'un capital 
à une date quelconque 


M Actualisation. Capitalisation 


Soit C, la valeur du capital à la date k, soit C, la valeur du capital placé à la date O. 
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Soit / le taux d'intérêt composé de la période. 
En l'absence d'information contraire, la période est une année. Le taux i est un taux annuel. 


Valeur ee 
Date à Intérêt : 
_ L du capital Valeur du capital 
Période de début L de la s se 
Date en début me en fin de période 
de période se période 
de période 
1 () G, L=Gxi C=G+l=G+CGxi=C( +5 
2 1 Ç. L=Cxi C=C+hL=C+Cxi=C(+i 
3 2 C, L=Cxi |C=C+L=C+Cxi=C{(1+i 
k k-1 CG. L=CG_.xi|C=c += ,+€C ,xi=C (+ 


L'intérêt de la période k se calcule en appliquant le taux d'intérêt j au capital C, , de début de 
période. 

En fin de période k, l'intérêt /, est ajouté au capital du début de la période C4 ; ; on obtient alors 
le capital de fin de période C4. 

Ce capital C4 s'obtient donc en multipliant le capital de début de période C4_; par (1+ÿ). 


Les valeurs du capital aux dates 1, 2, 3,...k,... sont les termes d'une progression géométrique de 
raison (1+i) et de premier terme Ci. 


On a: 


C = Ge(1+i)=Gs(1+i) = Ca (14) =. =2Q (140) 2 CG (14) 2G (+5)? 
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Et de façon générale : 


1 A 


On peut ainsi exprimer la valeur du capital € à n'importe quelle date p en fonction de la valeur de 

ce même capital C, à une autre date & ; il suffit pour cela de multiplier le capital €, par le facteur 

(1 sn" avec : 

* l'exposant |p —k] = nombre de périodes qui séparent la date p de la date K; 

e sip-Kk >0, p>Kk : la date p est postérieure à la date K : on écrit la valeur du capital à une date 
postérieure à la date où il est connu ; on capitalise ; 

e sip- k<0, p<k: la date p est antérieure à la date K : on écrit la valeur du capital à une date 
antérieure à la date où il est connu ; on actualise. 


Qu'est-ce qu'une progression ou une suite géométrique ? 
Quelles relations peut-on alors écrire ? 


Une progression géométrique est une suite de nombres appelés termes de la progression et tels que l’on 
obtient un terme à partir de son précédent en multipliant toujours par le même nombre appelé raison de 
la progression. 


Exemple : 2, 6, 18, 54,... sont les termes d'une suite géométrique de 1° terme 2, et de raison 3. 

De façon générale, si on appelle ü;, U,, U3, … ,u,,_;, U,, … les termes de la progression, la suite est géométrique 
si pour tout n entier, U,=qxu, 4, 

Le nombre réel q non nul est appelé raison de la progression géométrique. 


Si les termes d'une suite sont en progression géométrique, on peut alors exprimer facilement un terme en 
fonction de n'importe quel autre (sans être obligé de passer par le précédent) : 

U2 = qu: 

U3 = qu, = qu 

Ua = QU3 = QU = QU 


és 
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De façon générale, si p et q sont des entiers : 
p-k 
up = W(q) 


Si les termes d'une suite sont en progression géométrique, la somme des termes s'écrit simplement en 
utilisant la relation suivante : 


; : 1 Raison Nombre de termes _ 
Somme des termes de la progression géométrique = 1° terme x 


Raison —1 
34-71 


Par exemple :2+6+18+54=2%x el 80 puisque c'est la somme des quatre premiers termes d’une 


progression géométrique de 1° terme 2 et de raison 3. 


M Valeur acquise, valeur actuelle d'un capital 


Pour évaluer la valeur d’un capital à une date postérieure à la date courante, il faut rajouter l'intérêt 
rapporté. On dit que l'on capitalise. On appelle « valeur acquise » du capital sa valeur après capita- 
lisation des intérêts. 

Ona:C,= C(1+ in l'exposant p — k est positif. 

Pour évaluer la valeur d'un capital à une date antérieure à la date courante, il faut retirer l'intérêt 
contenu dans le capital. On dit que l'on actualise. On appelle « va/eur actuelle » du capital sa valeur 
après actualisation. 

Ona:C,=C&( ie l'exposant p — k est négatif. 

Pour « vieillir » un capital, c'est-à-dire pour calculer sa valeur (l'évaluer) dans le futur, on le multiplie 
par une puissance de (1+i). L'exposant est positif. 


Pour « rajeunir » un capital, c'est-à-dire l'évaluer à une date antérieure à la date à laquelle on le 
connaît, on le multiplie par une puissance de (1+). L'exposant est négatif. 


Exemple. Un particulier place, le 1° mars 2015, un capital C 
1. Quelle sera la valeur acquise par le capital après : 


» à ee 
1Bpors = | 200 € sur un compte rémunéré à 2 %. 


e 2 ans de placement ? 
e 9 ans de placement ? 
e au 1* mars 2018 ? 

e au 1° juin 2020 ? 
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2. Quelle est la valeur actuelle du capital € 
e au 1° mars 2012 ? 


e au 1* juin 2012 ? 
3. Quel capital aurait-il dû placer le 1° mars 2014 pour obtenir le même capital ? 


1/3/2015 


> Années 
1/03/12 1/03/15 1/03/18 1/03/24 
1. On veut déterminer le capital à une autre date que celle à laquelle on connaît sa valeur (le 1% mars 2015). 
Il suffit donc de multiplier le capital par (1 +i) ou (1 +i?, le nombre n représentant la durée, exprimée en 
nombre de périodes, qui sépare les deux dates. 


On veut dans cette question évaluer la valeur acquise du capital à une date postérieure à la date du 1° mars 
2015 ; il faut donc ajouter les intérêts, l'exposant est positif. 


Ainsi : 


e Après 2 ans de placement, on sera le 1°’ mars 2017. 


2 ans 
Car 
| | | me 
1/03/14 1/03/15 1/03/16 1/03/17 
Care 
La valeur acquise du capital au 1° mars 2017 est égale à : 
Cyanorr = Cysnois(1+i) = 1500x(1+0,02) = 1 560,60 € 
e Après 9 ans de placement, on sera le 1°’ mars 2024. 
9 ans c 
1/3/2024 
| L t — t | À t > Années 
1/03/12 1/03/15 1/03/18 1/03/24 


| 
€ 


1/3/2015 
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La valeur acquise du capital au 1° mars 2024 est égale à : 
Cyaroza = Cyanois(1+1) = 1500x(1+ 0,02) = 1 792,64 € 


e Au 1° mars 2018, trois ans se seront écoulés depuis le 1° mars 2015. 


3 ans 
Co 
ss = > années 
1/03/14 1/03/15 1/03/16 1/03/18 
| 
Ésese 
La valeur acquise du capital au 1° mars 2018 est égale à : 
Cysrois = Cyzr2o15 (1 +1) = Î 500x(1+ 0,02) = (501, Bil € 
e Au 1° juin 2020, il se sera écoulé 5 ans et 3 mois depuis le 1°" mars 2015. 
5 ans et 3 mois Cysron 
} a — + > années 
1/03/15 1/03/16 1/03/18 1/03/20 1/03/21 
1706720 


La valeur acquise du capital au 1° juin 2020 est égale à : 


2} 5} 
Cyero2o = Cusrois(1+i) "72 = 1 500x(1+0,02) 12 = 1 664,34 € 


2. Il s'agit d'évaluer cette fois encore, le capital à une autre date que celle à laquelle on le connaît (le 1° mars 
2015). Il suffit donc de multiplier le capital par (1+i)” où (1+1)”, le nombre n représentant la durée, 
exprimée en nombre de périodes, qui sépare les deux dates. On veut, dans cette question, évaluer le capital 
à une date antérieure à la date du 1% mars 2015, il faut donc actualiser et retirer les intérêts qui sont 


contenus dans le capital du 1° mars 2015, l'exposant est négatif. 


Ainsi : 
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e La valeur actuelle du capital C,.,,,,, au 1° mars 2012 ? 
3 ans 
Ce 
> années 
1/03/12 1/03/13 1/03/14 1/03/15 
La valeur acquise du capital au 1° mars 2012 est égale à : 
Cysroi2 = Cysrzois(1+i) = 1500 x (1+ 0,02)” = 1413,48 € 
e La valeur actuelle du capital C,.,,,, au 1° juin 2012 ? 
2 ans et 9 mois 
1/3/2015 
l > années 
1/03/12 | 1/03/13 1/03/14 1/03/15 


a 


1/6/2012 


La valeur acquise du capital au 1° juin 2012 est égale à : 
9 9 
Ce Cole y 65) =1500 x (1 “co. de 1 420,50 € 


3. Capital à placer le 1% mars 2014 pour obtenir le même capital. 
L'énoncé ne précise pas de quel capital il est question, celui de 2015, de 2012, de 2020... 


Effectivement, il s'agit toujours d'un seul et unique capital et selon le capital dont on partira, il faudra 
simplement plus ou moins le vieillir, plus où moins le rajeunir. 


Cysroia = Cyanors(1+i)! =1500 x (1+0,02) ! =1 470,59 € 


Ou 
Cu o Ciao) 1702 64 «(1-0,02} M =1470 59e 


Ou 
Cysnota = Caro (1 +1) =1413,48x(1+0,02) = 1 470,59 € 
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3 | Valeur acquise, valeur actuelle d'une suite de flux 
de trésorerie 


La valeur acquise à la date p par une suite de flux de trésorerie est égale à la somme des valeurs de 
chacun de ces flux, capitalisées à la date p. 


La valeur actuelle, à la date p d'une suite de flux de trésorerie est égale à la somme des valeurs de 
chacun de ces flux, actualisées à la date p. 


Exemple 1. On considère les capitaux suivants placés sur un compte rémunéré à 2 % : 
e dépôt de 30 000 € le 14 août 2010 ; 

e dépôt de 10 000 € le 14 août 2013; 

e retrait de 10 000 € le 14 août 2015. 

Quelle est la valeur acquise sur le compte le 14 août 2016 ? 

Construisons d'abord le diagramme des flux : 


L > 
années 
14/08/10 14/08/11 14/08/12 14/08/13 14/08/14 14/08/15 14/08/16 

| 


€ 


14/08/16 


La valeur acquise par le groupe de capitaux le 14 août 2016 est la somme des valeurs acquises par les trois 
capitaux à cette date. Le retrait du 14 août 2015 est traité de la même façon que les dépôts, mais il est 
affecté d'un signe négatif : on retranche le capital, ainsi que tous les intérêts qu'il aurait rapporté jusqu'à 
la date du 14 août 2016. 


6 .\3 -\1 
Cia/gr2o16 = Craygroro(1+i) +Ci18/2013 (1+ i) +Crargr2ois (1+ iî) 


CHAPITRE 2— Les intérêts simples 


Ciarsnoi = 30 000x(1+0,02)+10 000x(1+0,02) 10 000x(1+0,02) 
Crasnoi = 33 784,87+10612,08 —-10 200 
Crayaro1e = 34l 196,95 € 


Notons que les deux capitaux de 10 000 € ne se sont pas compensés ; en effet, ils ne sont pas attachés à la 
même date, et ne sont donc pas équivalents. 


Exemple 2. On considère les capitaux suivants placés sur un compte rémunéré à 5 % : 
e dépôt de 30 000 € le 14 août 2015 ; 

e retrait de 10 000 € le 14 août 2012 ; 

+ dépôt de 10 000 € le 14 août 2011. 

Quelle est la valeur actuelle de cette suite de capitaux au 14 août 2009 ? 

On construit cette fois encore le diagramme des flux de capitaux : 


6 ans 


+ 30 000 


années 
14/08/09 14/08/10 14/08/11 14/08/12 14/08/13 14/08/14 14/08/15 


C 


14/08/2009 


La valeur actuelle de la suite de capitaux au 14 août 2009 est la somme des valeurs actuelles des trois 
capitaux à cette même date : 


= — 6 
Ci4/8/2009 = Ciargpon(1+i) ; + Cia8ot2 (l +i) Cassie) 
Ciarg/2000 = 10 000 x (1+0,02) 10 000x(1+0,02) + 30 000 x(1+ 0,02) ° 


Cia18/2009 = 9 611,68 — 9 423,22 + 26 639,14 
C14/8/2009 = 26 827,61 € 


41 


42 


L'ESSENTIEL DES MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES 


4 | Équivalence à intérêts composés 


Deux capitaux, ou groupes de capitaux sont dits « équivalents » s'ils ont, à une même date, appelée 
date d'équivalence, la même valeur actuelle ou acquise. 
À intérêts composés, l’équivalence est indépendante de la date choisie. On peut donc choisir la date 


que l'on préfère pour écrire l'équation d'équivalence. Certaines dates sont néanmoins plus perti- 
nentes que d’autres lors de la résolution. 


Exemple. Le 1% septembre 2013, un particulier emprunte un capital d'un montant de 10 000 €, au taux d'intérêts 
composés de 5 %. 


Les modalités de remboursement sont les suivantes : 5 000 € à verser le 1° septembre 2016 et le solde X 
le 1° septembre 2018. 


1. Écrire l'équation d'équivalence au 1° septembre 2013. En déduire le montant du solde X. 
2. Écrire l'équation d'équivalence au 1° septembre 2018. En déduire le montant du solde X. 
3. Écrire l'équation d'équivalence au 1° septembre 2016. En déduire le montant du solde X. 


1. Construisons d'abord le diagramme des flux, pour la date d'équivalence du 1 septembre 2013, date de 
l'emprunt. 


5 ans 
Date d'équivalence 
3 ans 
+ 5 000 X 
| res 
1/09/13 1/09/14 1/09/15 1/09/16 1/09/17 1/09/18 
Ce 0000 


On peut maintenant écrire l'équation d'équivalence entre le montant du capital emprunté, évalué à la date 
d'équivalence, et les deux capitaux de remboursement, évalués également à la date d'équivalence. 


Au 1® septembre 2013 : 
e Montant du capital emprunté : 10 000 €. 


CHAPITRE 2— Les intérêts simples 


Le capital emprunté de 10 000 £ est attaché à la date du 1° septembre 2013 ; il n'y a donc ni besoin de le 
capitaliser, ni de l’actualiser pour l'écrire à cette date. 


+ Montant des deux capitaux de remboursement : 5 000(1+i) + X(1+ 1)” 


Le premier remboursement est attaché à la date du 1% septembre 2016. Pour l'évaluer au 1° septembre 
2013, il faut l’actualiser, c'est-à-dire écrire sa valeur dans le passé, 3 ans avant, et donc le multiplier par 


one 
Le deuxième remboursement, d'un montant X à déterminer, est quant à lui attaché à la date du 1° septembre 
2018 ; il faut donc pour obtenir sa valeur 5 ans plus tôt, à la date d” CAUNAERCE. le multiplier par (1+0 05)”. 
D'où l'équation d'équivalence : 10 000 =5 000(1 +0,05)° + X(1 +0,05) ° 

On résout et on obtient : X =7 250,32 € 


2. On peut également choisir la date du 1% septembre 2018 pour écrire l'équation d'équivalence, tous les 
capitaux sont alors évalués à cette date du 1° septembre 2018. 


Diagramme des flux, pour la date d'équivalence du 1° septembre 2018 : 


3 ans Date d'équivalence 
2 ans 
+ 5 000 X 
æ années 
1/09/13 1/09/14 1/09/15 1/09/16 1/09/18 
Ce l0000 


Au 1° septembre 2018 : 

+ Montant du capital emprunté : 10 000(1+i) 

Il faut écrire la valeur du capital emprunté 5 ans plus tard que la date à laquelle il vaut 10 000 € ; il faut le 
capitaliser pendant 5 périodes, et donc le multiplier par (1 +i). 

+ Montant des deux capitaux de remboursement : 5 000(1 is +X 


Le capital de 5 000 € est attaché à la date du 1* septembre 2016, date à laquelle il vaut effectivement 
5 000 €. Pour l'évaluer au Le septembre 2018, à savoir deux ans plus tard, il faut le capitaliser sur 2 ans, et 
donc le multiplier par (1+i). 
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Le capital X est attaché à la date du 1° septembre 2018, il n'y a donc ni à le capitaliser, ni à l'actualiser. 
D'où l'équation d'équivalence : 10 000 (1 + = 5 000(1 + i)? + X 
On résout et on obtient : X =7 250,32 € 


La valeur du solde est bien évidemment la même que celle obtenue dans la question 1 ; elle ne dépend pas 
de la date à laquelle on a choisi de travailler. 


3. Reprenons encore une fois le même problème, et choisissons cette fois la date du 1° septembre 2016 
comme date d'équivalence. 


Diagramme des flux, pour la date d'équivalence du 1° septembre 2016 : 


3 ans 


+ 5 000 x 


À + années 
1/09/13 1/09/14 1/09/15 1/09/16 1/09/17 1/09/18 
Cons = 10 000 Date d'équivalence | 


Au 1° septembre 2016 : 

+ Montant du capital emprunté : 10 000(1+ ) 
Le capital emprunté, 3 ans plus tard la date à laquelle il vaut 10 000 £, a une valeur plus élevée : sa valeur 
capitalisée après 3 périodes est égale à : 10 000(1 +i) 

+ Montant des deux capitaux de remboursement : 5000 + X(1+i) 


Le capital de 5 000 € est attaché à la date du 1* septembre 2016, date à laquelle il vaut effectivement 
5 000 € ; il n'y a donc ni à le capitaliser, ni à l'actualiser. 


Le capital X est attaché à la date du 1° septembre 2018 ; pour l'évaluer à la date d'équivalence, il faut le 
« ramener » deux ans plus tôt, et donc l’actualiser sur deux ans. Il faut le multiplier par (1 ce 

D'où l'équation d'équivalence : 10 000(1 +iŸ= 5 000+X(1 + 

On résout et on obtient : X =7 250,32 € 
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5 | Taux équivalents 


Deux taux, correspondant à des périodes de capitalisation différentes sont équivalents s'ils 
conduisent, pour une même période de placement, à une même valeur acquise à intérêts composés. 


Ainsi, la valeur acquise par le capital € placé d périodes au taux jet celle du même capital placé D 
périodes au taux i, de façon que les durées de placement soient identiques, doivent être égales. 
Ona:C(1+i) =C(1+i0) 


Soit encore : 


D 
lg =(1+i ja -1 


L'équation ne dépend pas de €, montant du capital placé. 

Remarque : si on considère les nombres A et B strictement positifs, et l’inconnue x, x étant un 
nombre réel strictement supérieur à 1, on a: 

XA=Be x=B/A 

Il est donc facile de résoudre l'équation à l'aide des puissances fractionnaires. 

Exemple : x!2= 1,049 & x =1,049/12 = 1,004 


Exemple 1. Déterminer le taux annuel équivalent à un taux mensuel de 0,5 %. Comparer au taux annuel pro- 
portionnel. 


Les taux annuel et mensuel seront équivalents si la valeur acquise après un an de placement est la même, 
que l'on ait placé le capital au taux mensuel de 0,5 % pendant douze mois ou au taux annuel i, cherché 
pendant un an. 


e Valeur acquise du capital €, placé au taux mensuel de 0,5 % pendant douze mois : 
C(1+0,005)? 

e Valeur acquise du capital C, placé au taux annuel i cherché pendant un an : 
C(1+1.) 

+ 1! faut résoudre l'équation : C(1+i,) =C(1+0,005) ? 

C(1+i,) =C(1+0,005)? 
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& (1+,) =(1+0,005) 7e 1+i, =(1+0,005)?& i, = (1+ 0,005)? -1 = 0,0617 
Le taux mensuel de 0,5 % est donc équivalent au taux annuel de 6,17 %. 


Détermination du taux annuel proportionnel au taux mensuel de 0,5 % : une année est 12 fois plus 
longue qu'un mois, le taux annuel proportionnel est donc 12 fois plus élevé que le taux mensuel. 


Gmerclone : 14, 2, 212 KO = 06: 
C'est donc un taux annuel de 6 % qui est proportionnel au taux mensuel de 0,5 %. 


Ce taux est inférieur au taux annuel équivalent ; en effet, à intérêts composés, les intérêts sont ajoutés au 
capital pour, à leur tour, générer des intérêts. Cela conduit donc à un taux équivalent plus élevé. 


Exemple 2. Déterminer le taux mensuel équivalent à un taux annuel de 12 % puis le taux mensuel proportionnel. 


Les taux annuel et mensuel sont équivalents si la valeur acquise après un an de placement est la même, 
que l'on ait placé le capital au taux mensuel j, cherché pendant douze mois ou au taux annuel de 12 % 
& pendant un an. 


e Valeur acquise du capital €, placé au taux mensuel de ;, pendant douze mois : 
- 12 
C(l+in) 
e Valeur acquise du capital €, placé au taux annuel de 12 % pendant un an: 
C(1+0,12) 
e |! faut résoudre l'équation : 
C(1+0,12) =C(1+i5)° 
& (1+0,12) =(1+i,)° 
; x 
e 1+i,=(1+0,12)72 


open 

& i,=0,00949 

ip = 0,949 % 

Le taux mensuel de 0,949 % est donc équivalent au taux annuel de 12 %. 


Détermination du taux mensuel proportionnel au taux annuel de 12 % : une année est 12 fois plus longue 
qu'un mois, le taux annuel proportionnel est donc 12 fois plus élevé que le taux mensuel ou encore, le taux 
mensuel proportionnel est 12 fois moins élevé que le taux annuel. 


CHAPITRE 2— Les intérêts simples 


On a donc : 
(1) 12) 
= = =0,01 
T2 A 


C'est donc un taux mensuel de 1 % qui est proportionnel au taux annuel de 12 %. 


Exemple 3. Déterminer le taux trimestriel équivalent à un taux annuel de 5 % puis le taux trimestriel propor- 
tionnel. 


Les taux annuel et trimestriel sont équivalents si la valeur acquise après un an de placement est la même, 
que l'on ait placé le capital au taux trimestriel j, cherché pendant quatre trimestres ou au taux annuel de 
5 % pendant un an. 


e Valeur acquise du capital €, placé au taux trimestriel ; pendant quatre trimestres : 
C(1+2) 

e Valeur acquise du capital €, placé au taux annuel de 5 % cherché pendant un an : 
C(1+0,05)' 

Il faut donc résoudre l'équation : 

C(1+0,05) =C(1+i)" 

& (1+0,05) =(1+i) 

S 1+ÿ=(1+0,05ÿ4 

rod) 1 

& i,=0,01227 

& i=1,227 % 

Le taux trimestriel de 1,227 % est donc équivalent au taux annuel de 5 %. 


Détermination du taux mensuel proportionnel au taux annuel de 5 % : une année contient 4 trimestres, le 
taux annuel proportionnel est donc 4 fois plus élevé que le taux trimestriel, soit encore le taux trimestriel 
proportionnel est 4 fois moins élevé que le taux annuel. 


On a donc : 
t 0,05 
trim = ÈS 3 =0.0125 


C'est donc un taux mensuel de 1,25 % qui est proportionnel au taux annuel de 5 %. 
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HE Définitions 


On appelle annuités des sommes payables à intervalles de temps constants. 


6 | Annuités. Le cas particulier des annuiïtés constantes 


La valeur acquise ou actuelle d'une suite d'annuités à la date est la somme des valeurs acquises ou 
actuelles de toutes les annuïités évaluées à cette date. 


Remarque : le terme annuité est un terme générique qui peut désigner des versements (ou retraits) 
journaliers, hebdomadaires, mensuels... dès lors que la périodicité existe. On peut bien sûr égale- 
ment utiliser le terme précisant la durée de la période : mensualité, trimestrialité, semestrialité quand 


ce terme existe. 


Exemple 1. Afin de constituer un capital, un particulier effectue sur un compte rémunéré au taux annuel de 
4 % trois versements : le premier d'un montant de 20 000 € à la fin de la première année, le second, d’un 
montant de 30 000 € à la fin de la deuxième année, et le troisième, d'un montant de 40 000 € à la fin de la 


troisième année. 


Déterminer la valeur du capital constitué immédiatement après le dernier versement. 


Construisons le diagramme des flux de capitaux : 


2 ans 


1 ans 


+ 20 000 


+ 30 000 + 40000 


| | 
L 
2 3 4 


La suite de ces trois flux de capitaux est bien une suite d'annuités pu 


constante. 


Date d'équivalence 


> ans 


isque la périodicité des versements est 


CHAPITRE 2— Les intérêts simples 


Écrivons maintenant l'équivalence entre les trois versements effectués et le capital accumulé C, à la date 3, 
date du versement de la troisième annuité. 


Le taux i d'intérêt composé est égal à 4 %. 

La valeur de la suite d'annuités, à la date 3, est égale à : 
20000(1+i) +30000(1+i) +40 000 

= 21632 +31 200 + 40 000 

=02 657 


Le capital €, constitué immédiatement après le dernier versement est donc égal à 92 832 €. 


Exemple 2. Le remboursement d'un emprunt s'effectue au moyen de 3 versements annuels : le premier, d'un 
montant de 20 000 €, le deuxième d'un montant de 15 000 €, et le troisième d’un montant de 10 000 € Le 
premier versement est effectué 1 an après la date de l'emprunt. Le taux annuel d'emprunt est égal à 5 %. 


Déterminer le montant de l'emprunt. 
Construisons le diagramme des flux de capitaux : 


3 ans 
2 ans 
1 an 
+ 20 000 + 15 000 + 10 000 
> ans 
(0) 1 2 3 4 5 
C 


0 : Date d'équivalence 


La suite de ces trois flux de capitaux est bien une suite d'annuités puisque la périodicité des versements est 
constante. 
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Écrivons maintenant l'équivalence entre les trois versements de remboursement effectués et le capital 
emprunté C, à la date O, date de l'emprunt. 


Le taux i d'intérêt composé mensuel est égal à 5 %. 

La valeur de la suite d'annuités, à la date 0, est égale à : 
20000(1+i) "+15000(1+i) * +10 000(1+i) * 
=19047,62+13605,44+8 638,38 

= 41291,44 


Le capital emprunté C, est donc égal à 41 291,44 €. 


EH Le cas particulier des suites d'annuités constantes 


Toutes les annuïités ont donc la même valeur. 


La suite d’annuités est une suite d'annuités constantes lorsque les versements ou les retraits sont non 
seulement effectués à intervalles de temps constants, mais en plus, sont tous du même montant. 


Dans ce cas, les expressions qui donnent la valeur acquise de la suite d'annuités constantes et la 
valeur actuelle de la suite d'annuités constantes peuvent être simplifiées. 


Exemple 1. Afin de constituer un capital pour l'achat d'un matériel, une entreprise effectue sur un compte 
rémunéré au taux mensuel de 0,4 % cinq versements de même montant 2 000€. Les intérêts sont capitalisés 
mensuellement. 

Déterminer la valeur du capital constitué immédiatement après le dernier versement. 


Construisons le diagramme des flux de capitaux : 


4 mois f 
3 mois 
2 mois 1 mois 
+ 2 000 + 2 000 + 2 000 + 2 000 + 2 000 
4 j > mois 
0 1 À 3 4 


5 : Date d'équivalence 
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La suite de ces cinq flux de capitaux est bien une suite d'annuités puisque la périodicité des versements est 
constante (tous les mois). 


Le taux À mensuel d'intérêt composé est égal à 0,4 %. 
La valeur de la suite d'annuités, à la date 5, est égale à : 
C;=2000(1+i)" +2000(1+i) +2000(1+1) +2 000(1+i) + 2000 =10 080,32 € 


On peut toutefois remarquer que cette somme est la somme de cinq termes d'une suite géométrique de 
premier terme 2 000 € et de raison (1+i). 


On a donc : 


: (145) -1 
Cs = 20007210 080,32 € 


[ 
On comprend bien sûr l'intérêt d'utiliser cette formule dès lors que le nombre d'annuités sera important : 
seul l'exposant change en fonction du nombre d'annuités. Si on suppose en effet que le particulier a 
effectué non plus 5 versements de 2 000 €, mais 150 versements mensuels de 2 000 €, la valeur de la suite 
d'annuités constante immédiatement après le dernier (le 150°) versement sera égale à : 


Ciso =2000(1+i) % +2000(1+i)% +...+2000(1+1) +2000(1+i) +2 000 


C'est la somme des 150 premiers termes d’une progression géométrique de premier terme 2 000, et de 


raison (1+i). 
Or: Raison Nombre de termes _ 1 
Somme des termes de la progression géométrique = 1° terme x RE 
ison— 
Et donc : 
ENS) .\150 
1 —1 1 —1 
C0 el" (RC 


(1+5)-1 i 


Exemple 2. Le remboursement d'un emprunt s'effectue au moyen de 6 versements annuels d'un montant de 
5 000 €. Le premier versement est effectué 1 an après la date de l'emprunt. 


Le taux annuel d'emprunt est égal à 3,5 %. 
Déterminer le montant de l'emprunt. 
Construisons le diagramme des flux de capitaux : 
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6 ans 


+ 5 000 + 5 000 + 5 000 + 5 000 + 5 000 + 5 000 
> ans 


0 
LE 


0 : Date d'équivalence 


Écrivons maintenant l'équivalence entre les six remboursements de 5 000 € effectués et le capital emprunté 
C, à la date O, date de l'emprunt. 


Le taux ji d'intérêt composé annuel est égal à 3,5 %. On a donc i =0,035. 

La valeur de la suite d'annuités, à la date 0, est égale à : 

5000(1+i) "+5000(1+i)? +5000(1+i) 7 +5000(1+1) * +5000(1+i) ° +5000(1+i) ° =26 642,77 

Le capital emprunté C, équivalent à six remboursements de 5 000 €, au taux de 3,5 %, est donc égal à 
26 642,77 €. 

On peut également remarquer que cette somme est la somme des six premiers termes d'une progression 


géométrique de premier terme 5 000(1 Sie et de raison (1+/) et remplacer le calcul de la somme par : 


; , Raison Nombre de termes _ 1 
Somme des termes de la progression géométrique = 1% terme x 


Et donc : 


Raison —1 


dE) en EC 
î 


! 


Co =5000(1+i) =5 000 x =26642,77 


Là encore, on comprend bien que si le nombre d'annuités de remboursement est élevé, l'utilisation de la 
formule donnant la somme des termes de la progression géométrique est particulièrement intéressante 
puisque seul l'exposant change avec le nombre d'annuités. 
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M Valeur actuelle et valeur acquise d'une suite d'annuités constantes. 
Formules 


De façon générale : 
e Soit a la valeur de l'annuité constante, 
e Soit n le nombre d'annuités constantes. 


a) Valeur de la suite de n annuités constantes, immédiatement après le versement 
de la dernière annuité 


On a le diagramme suivant : 


Vinate 


n : Date d'équivalence 


À la date n, l'équation d'équivalence entre la valeur acquise par la suite d'annuités constantes et la 
valeur capitalisée à cette date n de chacune des n annuités s'écrit : 


Vnae = a(1+1) 7 +a(1+i) 7 +...+a(1+i) +a(1+i) +a 

Cette valeur acquise est la somme des termes d'une suite géométrique de n termes, dont le premier 
est égal à a et de raison (1+i). 

On peut donc simplifier son écriture : 


: | - raison nombre de termes _ 1 
Somme des termes de la progression géométrique = 1° terme x 


raison — 1 


I 
Attention : n = nombre d'annuités 


lé 1 
Et donc Vénale =dx (tit) 


L'utilisation de cette formule ne permet d'évaluer la suite de n annuïités constantes qu'immédiate- 
ment après le dernier versement. Si on veut déterminer la valeur à une autre date, il faut ensuite 
capitaliser ou actualiser la valeur obtenue après le dernier versement. 
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Le taux j d'intérêts composés doit avoir une périodicité qui correspond à celle des annuités : 
mensuel s'il s'agit de mensualités, trimestriel s’il s'agit de trimestrialités,.… annuel s'il s'agit 
d'annuités. 


b) Valeur de la suite de n annuités constantes, une période avant le versement 
de la première annuité 

De la même façon, l'équation d'équivalence à la date 0, une période avant le versement de la pre- 

mière annuité (versée date 1) s'écrit : 

Vitae =a(1+i)"+a(1+i)* +a(1+i)? +a(1+i)* +..+a(1+i)" 

On obtient là encore une suite de n annuïités constantes, de premier terme a(1 + iy”, de raison (1 + i) 

et donc: 


> : FT raison "ombre de termes _ } 
Somme des termes de la progression géométrique = 1° terme x 


raison — 1 
«pe (THE) =1 
Vnitiale =a(1+i) nr EE) 
Re nn" _ 
initiale = 2X EP RUE AUr 
(1+i)-1 


1-(1+i)° 
Vinitiale ax (tt) 
Attention : n = nombre d'annuités 


L'utilisation de cette formule ne permet d'évaluer la suite de n annuïités constantes qu'une période 
avant le premier versement. Si on veut déterminer la valeur à une autre date, il faut ensuite capita- 
liser ou actualiser la valeur obtenue une période avant le premier versement. 


Le taux j d'intérêts composés doit avoir une périodicité qui correspond à celle des annuités : mensue 
s'il s'agit de mensualités, trimestriel s'il s'agit de trimestrialités,.… annuel s'il s'agit d'annuités. 


Attention à la signification de n 


Dans les deux formules des annuités constantes n désigne le nombre d'annuités : on compte le 
nombre de dates où les versements ou retraits ont été effectués. 


CHAPITRE 2— Les intérêts simples 


Dans la formule permettant d'actualiser ou de capitaliser un capital, n désigne le nombre de 
périodes, c'est-à-dire le nombre d'intervalles de temps entre les dates. 


Ainsi par exemple, si on effectue des versements annuels, le premier ayant lieu le 14 août 1988, le 
dernier le 14 août 2013, il y a 26 versements, mais 25 années entre le premier et le 26° versement. 


Exemple 1. Afin de se constituer un capital, un particulier dépose 5 000 € sur un compte rémunéré à 4 %, 
chaque 11 novembre, le premier versement est effectué le 11 novembre 1990 et le dernier le 11 novembre 2012. 


1. Déterminer le montant du capital constitué : 
a) le 11 novembre 2012 
b) le 11 novembre 2016 


2. Quel montant unique aurait-il dû placer sur le compte le 11 novembre 1990 pour constituer le même 
capital ? 


1. a) Le capital constitué le 11 novembre 2012 est égal à la valeur acquise par une suite d'annuités 
constantes, immédiatement après versement de la dernière annuité. 


Le premier versement est effectué le 11 novembre 1990, le dernier est effectué le 11 novembre 2012, on 
compte donc 23 annuités. 


Il suffit d'utiliser la formule donnant la valeur d'une suite de 23 annuités constantes de 5 000 €, le taux 


d'intérêt annuel étant égal à 4 %. 
D'où : : 

1+0,04) —1 
Vinan2 = 5 000 x ( 


) =183 089,44 € 
0,04 


b) Entre le 11 novembre 2012 et le 11 novembre 2016, aucun versement n'est effectué (le dernier versement 
est celui du 11 novembre 2012), mais le capital continue de rapporter des intérêts puisqu'il est placé sur un 
compte rémunéré à 4 %. 


Il suffit donc de capitaliser du 11 novembre 2012 au 11 novembre 2016 le capital W:/1412, c'est-à-dire 
pendant 4 ans. 


À 
Vin = Viinan2(1+0,04) = 214188,75 € 


2. Soit Wire le montant du capital unique qu'il aurait fallu déposer le 11 novembre 1990 pour constituer 
le même capital. 


On peut tout aussi bien partir de la valeur du capital constitué le 11 novembre 2012, que de celle du 
11 novembre 2016, que de la suite d'annuités. 
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e À partir du capital du 11 novembre 2012 : 
Du 11 novembre 1990 au 11 novembre 2012, on compte 22 années (22 périodes). Il faut donc actualiser 
le capital du 11 novembre 2012 de 22 ans (le « rajeunir » de 22 ans) pour déterminer le capital cherché. 


Vinanoso = Vin *(1+0 04) 7? = 183 089,44 x (1+0, 04) 7? = 77 255,58 € 


e À partir du capital du 11 novembre 2016 : 

Cette fois, il y a 26 périodes du 11 novembre 1990 au 11 novembre 2016. 

Partant du capital Wine, il faut donc revenir 26 ans plus tôt, et donc actualiser 3,116 Sur 26 ans. 

Vinanoso = Vinine X(1+0,04) = 214188,75x(1+0, 04) *° = 77 255,58 € 

e À partir de la suite de 23 annuités constantes de 5 000 €, la première étant versée le 11 novembre 

1990 : 

1-(1+i)" 
Î 

le premier versement du 11 novembre 1990, et donc ici le 11 novembre 1989. 


La formule V;,;:,2 = à «| | donne la valeur de cette suite une période (un an dans notre cas) avant 


Il faut alors, partant de la valeur initiale de la suite d'annuités à la date du 11 novembre 1989, se déplacer 
sur l'axe des temps du 11 novembre 1989 au 11 novembre 1990, soit encore capitaliser pendant un an pour 
obtenir la valeur du capital à la date cherchée. 


HSE 
V = 5000 x| "7 |-74284,21€ 
11/11/1989 | 0,04 


On capitalise maintenant pendant un an pour « passer » de la date du 11 novembre 1989 à la date du 
11 novembre 1990 : 
Viininoso = Virieo * (1+ 0,04) = 74 284,21x(1+ 0,04) = 77 255,58 € 


On retrouve bien sûr le même capital, quelle que soit la valeur de départ utilisée. 


Exemple 2. Le 14 août 2013, une entreprise emprunte un capital C13 pour financer l'achat d’un entrepôt. 
Les modalités de l'emprunt proposé par l'établissement de crédit sont les suivantes : 

e versement du capital C,, le 14 août 2013; 

e remboursement en 6 versements de même montant 20 000€, le premier le 14 août 2014 ; 

e le taux d'intérêt composé annuel est égal à 3 %. 

Déterminer le montant C,, du capital prêté. 
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Les 6 remboursements étant effectués à intervalles de temps constants et tous de même montant, il s'agit 
d'une suite de 6 annuïités constantes. La valeur de la suite d'annuités est facile à obtenir pour deux dates : 
immédiatement après le versement de la dernière annuité, c'est-à-dire le 14 août 2019, et une période 
avant versement de la première, c'est-à-dire le 14 août 2013, à la date de l'emprunt. 


Étant donné qu'on veut justement déterminer le montant de l'emprunt, c'est cette date qui est la plus 
pertinente pour écrire l'équation d'équivalence entre le montant du capital emprunté et les remboursements 
effectués. 


EEE) 


Gis = 20000x| ]-108343,83 € 
0,03 


Exemple 3. Un particulier souhaite emprunter un capital afin de financer l'achat d'un bien immobilier. 


La banque lui propose un emprunt sur 5 ans, remboursable par mensualités constantes, au taux annuel 
d'intérêts composés de 6,17 %. La première mensualité est versée à la fin du premier mois d'emprunt. 


Le montant de la mensualité de remboursement ne peut pas dépasser un tiers de son revenu mensuel, 
lequel s'élève à 2 700 €. 


Quel montant maximum peut-il emprunter ? 


Cette fois, les remboursements sont mensuels : il s'agit de mensualités et on doit donc déterminer le taux 
mensuel d'intérêt. On travaille à intérêts composés puisque la durée de l'opération est supérieure à un an ; 
c'est le taux mensuel équivalent au taux annuel de 6,17 % qu'il faut calculer. 


Rappelons que deux taux sont équivalents s'ils conduisent, pour une même durée de placement, à une 
même valeur acquise à intérêts composés. 


Valeur acquise du capital C, placé au taux mensuel de j,, pendant douze mois : C(1+i,, lé 
Valeur acquise du capital €, placé au taux annuel de 6,17 % pendant un an : C(1 +0,0617)' 
Soit à résoudre l'équation : 

C(1+0,0617) =C(1+im)* 

&æ (1+0,0617) =(1+i,)? 

& 1+im=(1+0,0617)/2 

S ip=(1+0,0617) 2-1 

& i,=0,005 

S i=0,5 % 
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Déterminer le montant du capital qu'il pourra emprunter. 
Le taux mensuel de 0,5 % est équivalent au taux annuel de 6,17 %. 
Calculons le montant maximum de l’annuité qui peut être versée, chaque mois, compte tenu du salaire : 


Tu 


Le montant maximum de l'emprunt est celui qui correspond, à la date de l'emprunt, à la valeur de la suite 
des mensualités constantes de remboursement. 


Sur 5 ans, on compte 5 x12 = 60 mensualités. 
1-(1+i)" 


| donne la valeur, une période avant le premier versement, et donc dans notre 
Î 


La formule a «[ 


cas un mois avant le premier remboursement, soit encore à la date de l'emprunt, d'une suite de n annuités 
constantes. Les intervalles de temps entre les annuïités sont des mois, il faut donc que le taux soit mensuel. 


D'où l'équation d'équivalence, à la date de l'emprunt, entre le capital emprunté et les remboursements 
effectués : 


1- (140,005) 
Co = 900x | = 46553 € 
0,005 
Titre à venir 
= dit 1 
initiale = à X Eu OÙ Vénale = 9 X (ut) 


I n'est pas possible de résoudre ces équations d'inconnue i de façon algébrique et d'obtenir ainsi la valeur 
exacte du taux d'intérêts composés i. 


On peut en revanche déterminer une solution approchée en résolvant l'équation de façon numérique, par 
essais successifs. 


Les calculatrices scientifiques ou le tableur, qui possèdent un menu financier ou un solveur, donnent cette 
valeur approchée du taux. 


Applications. 
Les opérations 
financières 

de court terme 


Chapitre 3 - Les opérations d’escompte. Comptes courants. 


Crédits et épargne 61 
Chapitre 4 - Le marché monétaire. Titres de Créances 
Négociables (TCN) 73 


Les opérations de court terme sont essentielles aussi bien pour les entreprises que pour les particu- 
liers, qui doivent ajuster leurs budgets de trésorerie et arbitrer entre diverses solutions. Les impasses 
de trésorerie doivent en effet être financées au moindre coût tandis que les excédents doivent être 
placés, de façon à dégager la meilleure rentabilité possible. 


On distinguera les opérations bancaires ou classiques (opérations d'escompte, découverts, livrets 
d'épargne) et les opérations du marché monétaire. 


Les opérations d'escompte. 
Comptes courants. 
Crédits et épargne 


1| Les opérations d'escompte 


Rappelons : un effet de commerce est une créance qu'un fournisseur reçoit de son client. 


M Escompte, valeur actuelle d'un effet de commerce 


L'effet est caractérisé par un montant nominal et une date d'échéance : il est payable à terme et n'a 
donc pour valeur son montant nominal qu'à la date d'échéance. 

Si le détenteur de l'effet veut pouvoir bénéficier plus tôt du montant de cette traite, il peut alors 
remettre à l'escompte l'effet avant la date d'échéance à un banquier. Le banquier escompte l'effet 
de commerce, et « rachète » la créance. Il retient en échange de l'avance de capital qu'il consent 
une rémunération appelée escompte. 

Le banquier recevra le montant nominal de la traite à la date d'échéance par celui qui a émis l'effet. 
À la date d'échéance, le client payera au détenteur de l'effet, et donc au banquier ici, le montant 
nominal de la traite. 

L'escompte est la rémunération reçue par la banque pour avancer, avant l'échéance, une partie du 
capital nominal au détenteur de l'effet. 
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EÉ=CXtxN 


Avec C : montant nominal de l'effet ; 

t : taux d'escompte ; 

n : nombre de périodes séparant la date de négociation de la date d'échéance. 
Là encore, le taux doit se rapporter à l'unité de période considérée. 


La valeur actuelle de la traite est le montant de rachat de la traite. Le banquier verse, à la date de remise 
à l'escompte de l'effet cette valeur actuelle, hors charges supplémentaires, au détenteur de l'effet. 


Valeur actuelle = C-E 


L'escompte n'est pas un intérêt puisqu'il n'est pas calculé sur le montant effectivement prêté. 


H L'agio 

L'opération donne lieu au versement de diverses commissions par le détenteur de l'effet lorsqu'il le 
remet à l'escompte. 

Agio hors taxes : total des retenues sur une traite portée à l'escompte. 

Agio HT = escompte + diverses commissions. 

TVA : la taxe sur la valeur ajoutée se calcule sur les commissions seulement, pas sur l'escompte. 
Agio toutes taxes comprises = agio HT + TVA 

On a: 

Valeur nominale = Valeur de l'effet, à échéance 

Valeur actuelle d'une traite = Valeur nominale - Escompte 

Valeur nette d'une traite = Valeur nominale — Agios TTC 


EH aux de revient t, d'une opération d'escompte 


On appelle taux de revient le taux réel de l'opération de remise à l'escompte. 

C'est le taux qui, appliqué aux sommes réellement prêtées par le banquier, permet d'obtenir la 
somme réellement reçue par lui, si le calcul de l'intérêt était effectué « normalement », à savoir sur 
le montant du capital effectivement « prêté », pour la durée réelle du prêt. 
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Deux raisons viennent donc expliquer un taux réel de l'opération d'escompte supérieur au taux 
d'escompte : d'une part la technique de calcul de l'escompte (calculé sur un capital supérieur au 
capital prêté), et d'autre part, la retenue des diverses commissions. 

La TVA n'est pas prise en compte dans le calcul puisque déduite de la TVA collectée, elle n'est pas 
une charge pour l'entreprise. 


Le diagramme des flux est le suivant : 


n : Durée de l'opération NE Méntnt 


nominal de l'effet 
> ans 


Date de la remise à l'escompte Date d'échéance 


V, : Valeur nette de la traite 
= nominal — agio hors taxes. 


Le taux réel de l'opération est le taux t} tel que : 
Valeur nominale de l'effet = Valeur nette de la traite + Intérêt (calculé sur le capital de début d'opération) 
Soit encore, dans le cas de l'opération d'escompte par : 


Mie 4 Vo se = pen 
360 
Le taux de revient t, satisfait donc également l'équation : 


Agio HT = (Valeur nominale — Agio HT) x fr x N 


Lors de la remise à l'escompte, le détenteur reçoit effectivement du banquier un capital égal au 
montant nominal, diminué des diverses commissions, hors taxes. L'agio HT est le montant de la 
rémunération du banquier. 


Une fois encore, le taux doit être relatif à l'unité de n, durée de l'opération d'escompte. 


Dans une opération d'escompte, le taux réel de l'opération est toujours supérieur au taux d'es- 
compte, même sans qu'aucune commission supplémentaire ne soit payée, du fait de la technique 
de calcul de l'escompte. 
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Exemple. Une entreprise remet à l'’escompte le 14/08/N la traite suivante : 
Valeur nominale 28 950 € à échéance du 11/11/N. 


Le taux d'escompte est de 6 % par an, la banque prend une commission de manipulation de 5,50 € par 
traite et une commission de bordereau de 0,1 % du nominal. Elle applique 1 jour de banque supplémentaire 
à chaque opération d'escompte. 


La banque retient une année financière de 360 jours. 
La TVA sur les commissions est de 20 %. 

1. Présentez le bordereau de remise à l’escompte. 

2. Calculez le taux de revient de l'opération. 


1. Bordereau de remise à l'escompte. 
Le diagramme des flux est le suivant : 


90 jours 
N = 28 950 € 
> Jours 
14/08/ 11/T1/N 


V 


Du 14 août au 11 novembre on compte = (31 — 14) + 30 + 31 + 11 = 89 jours. 


La banque applique 1 jour de banque supplémentaire, ce qui signifie qu'elle compte un jour de plus pour 
chaque opération et retient donc 89 + 1 = 90 jours. 


Le bordereau de remise à l'escompte n'a aucune forme conventionnelle, il dépend de l'établissement ban- 
caire, et doit faire apparaïtre de façon claire les différentes retenues. 


Montant nominal 28 950 € 
Durée réelle de l'opération Du 14/08/N au 11/11/N 89 jours 
Durée retenue de l'opération 89+1 90 jours 
Escompte 28 950 x 0,06 x . 434,25 € 


CHAPITRE 3 — Les opérations d'escompte. Comptes courants. Crédits et épargne 65 


Commission de bordereau 28 950 x 0,001 28,95 € 
Commission de manipulation 5,50 € 
Total commissions hors taxes 28,95 + 5,50 34,45 € 
TVA 34,45 x 0,02 6,89 € 
Total commissions TTC 34,45 + 6,89 41,34 € 
Agio hors taxe 434,25 + 34,45 468,70 € 
Agio TTC 434,25 + 41,34 27559 
Montant de la remise nette (V) 28 950 - 475,59 28 474,41 € 


C'est donc 28 474,41 € que le banquier va remettre à l’entreprise qui détient l'effet le 14/08/N en échange 


de 28 950 € qu'il recevra le 11/11/N. 


2. Taux de revient de l'opération. 


Pour le calcul de ce taux réel, il faut prendre en compte les flux effectifs de capitaux et la durée réelle 
(89 jours et non pas 90 jours) de l'opération. 


Si l'entreprise récupère la TVA, il ne faut pas alors la considérer comme une charge. Le montant de la remise 
est donc : Nominal — Agio hors taxe = 28 950 — 28 481,30 = 468,70 € 


Le diagramme des flux est le suivant : 


89 jours 


N = 28 950 € 
> Jours 


14/08/N 
| 


28 481,30 


D'où l'équation : 


11/11/N 


28 481,30 + 28 481,30 x {x 89 = 28950 28 481,30 x _{Æ x 89 = 468,70 
360 360 
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& tr = 0,0666 = 6,66 % 


Le taux de revient de l'opération s'élève en réalité à 6,66 %, du fait des commissions, de la prise en compte 
de la durée effective et de la nature de l'opération. 


2 | Tenue des comptes courants. Crédits à court terme 


accordés par les banques à leurs clients : 
découverts bancaires 


La banque applique un intérêt débiteur chaque fois que le compte fait apparaitre un solde négatif. 
Cet intérêt est retiré du solde de fin de période. 


Là encore, différentes commissions peuvent alourdir le taux réel de cette opération. 


Exemple. Un client détient un compte courant avec autorisation de découvert au taux annuel de 6 % pour 
la partie du découvert inférieure à égale 4 000 € et de 16 % pour la partie du découvert strictement supé- 
rieure à 4 000 €. Les agios de découvert sont déduits du solde à la fin de chaque trimestre. 


Au 1° octobre N, le solde du compte s'élève à 4 500 €. 

Les mouvements effectués lors du dernier trimestre N sont les suivants : 

e le 14 octobre N : versement de 2000 € 

e le 19 octobre N : retrait de 10 000 € 

e le 12 novembre N : retrait de 8 000 € 

e le 9 décembre N : versement de 15 000 € 

Calculer le montant des agios de ce compte pour le quatrième trimestre de l’année N. 


Date Montant Durée Intérêt 
de l'opération de l'opération Solde du découvert débiteur 
O1-oct. 4 500 
14-oct. 2 000 6 500 
19-oct. - 10 000 3 500 24 14 
12-nov. — 8 000 = 11 500 27 108 
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Date Montant Durée Intérêt 
de l'opération de l'opération Solde du découvert débiteur 
09-déc. 15 000 3 500 
31-déc. (Agio) -122 3 378 


On obtient les soldes successifs en ajoutant au solde précédent le montant algébrique de la nouvelle opération. 
Du 19 octobre au 12 novembre, le solde est négatif. On compte 31 — 19 + 12 = 24 jours. 


Le compte est débiteur de 3 500 £, les intérêts sont comptés au taux de 6 %. 


Intérêt débiteur = 3 500 x 0,06 x _ = 14€ 


Du 12 novembre au 9 décembre, le solde est encore négatif. On compte 30 — 12 + 9 = 27 jours. 


Cette fois, le débit est d'un montant de 11 500 €, soit de 7 500 € supérieur au seuil de 4 000 €, sur lequel 
le taux de découvert sera de 16 %. 
Intérêt débiteur = 4 000 x 0,06 x te + (11 500 — 4 000) x 0,16 x 27 = 108 € 

360 360 
Le total des intérêts de découvert est retranché à la fin du trimestre pour obtenir le solde au 1° janvier N +1. 
Au 1° janvier N +1, le solde du compte s'élève donc à 3 378 €. 


3 | Achats à crédit 


Il est souvent proposé à l'acheteur la possibilité de choisir entre deux modalités de versement : soit 
le paiement au comptant, soit l'achat à crédit. Il est dans ce cas retenu soit un intérêt, soit un 


escompte selon les conditions du crédit. 


Le versement de frais de dossier et l'obligation, quelquefois, de souscrire une assurance en cas de 


défaillance, conduisent à un taux réel d'opération plus élevé que le taux de crédit. 


Exemple. Une entreprise achète un matériel, d'un montant de 25 000 €. Le vendeur propose à son client 
la possibilité de payer à crédit selon les conditions suivantes : 


Taux d'escompte retenu : 3 %. Frais de dossier : 16,50 €, payables le jour de l'achat. 


Les conditions de remboursement sont les suivantes : 10 % payables le jour de l'achat, le reste est versé en 
trois mensualités constantes, la première échéant 1 mois après le jour de l'achat, la deuxième 2 mois après, 
et la troisième 3 mois après la date de l'achat. 
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Déterminer le montant des trois mensualités. 


Si on appelle R le montant des trois mensualités, on a le diagramme des flux suivant : 


Date d'achat = date d'équivalence 


3 mois 


2 mois 


25 000 x 10 % + 16,5 R R R 
> mois 
Ô 1 2 3 


25 000 


La date d'achat est la date à laquelle il doit y avoir équivalence entre le montant du matériel payé comptant 
et à crédit. 

On écrit l'équation d'équivalence : 

25 000 = 25 000 x 10 % + 16,5 +(R-Rx MHE 5) (F-8 x 0,03» S)+(r-Rx 0,03x 5 
En effet : 

e tous les capitaux sont écrits à la date O, date de l'achat ; 


e la valeur escomptée (valeur actuelle de chaque mensualité) est égale à la valeur nominale R, à laquelle on 
retranche l'escompte. 


La première mensualité doit être escomptée sur 1 mois, la deuxième sur deux mois, et la troisième sur trois mois. 


25 000 = (25 000 x 10 % + 16,5) + 3R — À x 0,03 x = Rx 0,03 x À — A x 0,03 x + 


On en déduit R = 7 532,16 € 


Il faut donc effectuer 3 versements de 7 532,16 €, le premier à la fin du premier mois, le deuxième à la 
fin du deuxième mois, et le dernier à la fin du troisième mois, en plus du versement de 2 500 € le jour 
de l'achat et du paiement des frais de dossier pour qu'il y ait équivalence entre le payement comptant 
et le paiement à crédit. 
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4 Livrets d'épargne 


Les livrets d'épargne, de développement durable, entre autres, permettent la rémunération de 
liquidités à des taux d'intérêts assez faibles mais sans que le capital ne soit bloqué pour une période 
déterminée. 


Sur le livret d'épargne, les intérêts sont comptabilisés par quinzaine et capitalisés annuellement. 
Une opération de dépôt sur le compte a pour date de valeur le début de la quinzaine suivante, 
une opération de retrait sur le compte a pour date de valeur le début de la quinzaine en cours. 
Une quinzaine doit donc être complète pour le calcul des intérêts. 


Exemple. On considère un livret A. Le taux d'intérêt annuel égal 1 %. 

Rappel : tout versement a une date de valeur égale au premier jour de la quinzaine suivante. 
Versement réalisé du 1° au 15 : date de valeur le 16. 

Versement réalisé entre le 16 et la fin du mois : date de valeur au 1° du mois suivant. 

Tout retrait a une date de valeur égale au dernier jour de la quinzaine précédente. 

Le 1° janvier, le solde du compte est égal à 6 000 €. 

Les diverses opérations effectuées sur le compte sont les suivantes : 


20/4 retrait 2 000 € 
23/5 dépôt 3 000 € 
07/7 retrait 1 800 € 
02/8 dépôt 4 500 € 
14/8 retrait 4 500 € 


1. Le 31 décembre, l'épargnant souhaite solder son compte, de combien dispose-t-il ? 


2. Même question si on n'a plus que les trois premières opérations (le dépôt du 2 août et le retrait du 
14 août sont supprimés). 


1. Solde au 31 décembre 
Il faut tout d'abord classer les différentes opérations par dates de valeur croissantes. 


L'opération du 20 avril est un retrait, ce retrait aura donc comme date de valeur le 16 avril : on considère 
donc qu'il est retiré du compte dès le 16 avril. 
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L'opération du 23 mai est un dépôt. Ce dépôt aura comme date de valeur le 1° juin. Il n'est donc pris en 
compte qu'à partir du début du mois de juin. 


L'opération du 7 juillet est un retrait. Ce retrait a pour date de valeur le 1° juillet. 


L'opération du 2 août est un dépôt, elle a donc comme date de valeur le 16 août. 
Enfin l'opération du 14 août est un retrait, il a donc comme date de valeur le 1°’ août. 
d PERS Pre : Opération Solde A Se Intérêt 
e valeur de l'opération opération 
01-janv. 6 000 € 7 17,50€ 
16-avr. 20-avr. — 2 000 € 4 000 € 3 SIE 
O1-juin 23-mai 3 000 € 7 000 € 2 5,89 € 
01-juil. 07-juil. — 1 800 € 5 200 € 2) 4,33 € 
01-août 14-août — 4 500 € 700 € 1 QE 
16-août 02-août 4 500 € 5 200 € ÿ) 19,50 € 
31-déc. 5 257 16 24 52,10€ 


Chaque intérêt est calculé à partir de la formule de l'intérêt simple. 

Par exemple, pour le premier solde : 

7 quinzaines séparent les dates du 1° janvier et du 16 avril. 

Le taux de 1 % étant annuel, il convient de le diviser par 24 puisqu'une année compte 24 quinzaines. 


7 
6 000 x 0,01 x — = 17,50 € 
5e OO 4 


Au 31 décembre, le solde du compte est donc égal après que les intérêts soient rajoutés à 5 252,16 €. 


Notons qu'avec le jeu des dates de valeurs, les deux dernières opérations ont été inversées : le retrait est 
compté avant le dépôt, les douze jours pendant lesquels les 4 500 € étaient sur le compte n'ont pas été 
comptabilisés. Le fait d'avoir retiré un capital la même quinzaine que le dépôt a conduit à une perte. II 
aurait été plus rentable de ne pas effectuer les deux dernières opérations. On peut vérifier dans la question 
suivante. 


CHAPITRE 3 — Les opérations d'escompte. Comptes courants. Crédits et épargne 


2: 
pste ste Opération Solde Es ou ES ? Intérêt 
de valeur de l'opération B SE SRe 
opération 
01-janv. 6 000 € 7 11750 
16-avr. 20-avr. — 2.000€ 4 000 € 8 EE 
O1-juin 23-mai 3 000 € 7 000 € 2 SOS 
01-juil. 07-juil. — INS001€ 5 200 € 12 GE 
31-déc. 4 554€ 24 54,33 € 


Comme annoncé, le solde est un peu plus élevé que dans le prem 


ier cas. 


Le marché monétaire. | 
Titres de Créances sus 
Négociables (TCN) 


Le marché monétaire est le marché où les institutions financières (banques centrales, commerciales, 
et gestionnaires de fond...) et les entreprises placent leurs excédents de trésorerie ou se financent 
à court terme. 


Le marché monétaire peut être subdivisé en trois : le marché interbancaire, le marché des titres de 
créances négociables, le marché des swaps de taux. 


Les taux utilisés sont essentiellement l'EONIA (taux moyen dans la zone euro des prêts à très court 
terme, au jour le jour), l'EURIBOR (pour la zone euro). En général, les marchés monétaires utilisent 
un décompte de jours calendaires exacts et une année de 360 jours. 


On peut souligner l'importance du volume des transactions sur ce marché. Pour toute information 
complémentaire : 

e https/www.banque-france.fr/uploads/tx bdfgrandesdates/Focus_8_FR.pdf 

e http//www.aft.gouv.fr/rubriques/qui-detient-la-dette-de-l-etat-_163.html 

Nous nous intéresserons, dans le cadre de ce cours aux titres de créances négociables (TCN) : 
les bons du Trésor français qui représentent une partie de la dette de l'État, les certificats de 
dépôt émis par les banques et les billets de trésorerie émis par les entreprises. 
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1 Différentes formes de calcul et techniques de paiement 
des intérêts simples : intérêts postcomptés 
et intérêts précomptés 
Les titres de créances négociables dont la durée est inférieure à un an sont traités sur la base de taux 
proportionnels et sur la base de 360 jours. Les intérêts peuvent être précomptés ou postcomptés. 
Le taux est calculé in fine. 
L'intérêt simple peut en effet être versé à l'échéance de l'opération. On parle alors d'intérêts post- 
comptés (en l'absence de toute autre stipulation, l'intérêt simple est toujours supposé postcompté) 
ou versé d'avance, au moment du versement du capital, on parle alors d'intérêts précomptés. 
Quand les intérêts sont précomptés, ils sont ajustés à la baisse, de sorte que le taux soit équivalent 


au taux postcomptés (in fine) affiché afin que, dans les deux cas, le flux initial F, et le flux final F,, 
séparés par une durée D, soient liés par la relation : 


n 
Fo+Foxtx ET Fp avec t : taux d'intérêts postcomptés. 


Dans les deux cas, le taux est équivalent au taux postcompté (in fine) affiché. 


EH Les intérêts postcomptés 

Lorsque l'intérêt est postcompté, le nominal est le montant du capital engagé en début d'opération, 
intérêts non compris. 

Soit n la durée en jours de l'opération. 

On a le diagramme des flux suivant : 


n jours 
C=CG+! 


post 


Jours 


0 : Date de début d'opération n : Date de fin d'opération 


L'équation qui régit les flux de capitaux est toujours la même équation : 
Capital initial + intérêt calculé sur ce capital = capital en fin d'opération 
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Si le taux d'intérêt postcompté de l'opération est égal à t, l'intérêt se rajoute en fin d'opération au 
capital prêté (le montant nominal Co). 

Dans tous les cas, l'intérêt est calculé sur le capital prêté. 

L'intérêt est donc égal à : /post = Co x Ë x en 

On a: C = Co + lpost 


Soit encore : C, = Co+ Co X À ALES 
360 


Exemple 1. Soit un capital de nominal 10 000 €, placé au taux de 3 % du 11 novembre N au 14 août N +1. 
Déterminer sa valeur acquise. 
Le diagramme des flux est le suivant : 


n = 276 jours 
(es F C+ Je 
> Jours 
11 novembre N 14 août N+1 


Nominal : C, = 10 000 € 


Du 11 novembre N au 14 août N +1, on compte 


n=(30-11) + 31 + 31 + 28 + 31 + 30 + 31 + 30 + 31 + 14 = 276 jours 
276 


L'intérêt postcompté est égal à /,, = 10 000 x 0,03 x . = 230 € 
Les flux de capitaux vérifient l'équation suivante : 
CE Co 

n= -0 0 360 


Dans ce cas, la valeur acquise par le capital est égal à C, = 10 000 + 230 = 10 230 €. 
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Exemple 2. Soit un capital placé au taux de 5 % pendant 90 jours. Sa valeur acquise au terme des 90 jours 
s'élève à 10 000 €. Quel est le montant nominal du capital ? 


Rien n'est précisé dans l'énoncé, l'intérêt est postcompté. 
Le diagramme des flux est le suivant : 


n = 90 jours 
Co = 10 000 = C+ hs 
0 90 


Soit C, le nominal, c'est-à-dire le capital en début d'opération puisque les intérêts sont postcomptés. 

La durée de l'opération financière est de 90 jours. 

L'intérêt postcompté est égal à los = Co x 0,05 x = : il se calcule sur le capital inconnu C, de début 
d'opération. 

Les flux de capitaux vérifient l'équation suivante : 


10 000 = G + G x 0,05 x 0 
360 
D'où : 


ail + 0,05 x) 10 000 
360 


Co =9 876, 54€ 
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EH Les intérêts précomptés 
Dans ce cas, le nominal est le montant du capital en fin d'opération financière, intérêts compris. 


L'intérêt précompté est calculé sur le capital prêté en début d'opération, et est déduit du nominal 
pour obtenir le capital en début d'opération. 


Si €, est le montant du nominal, on a le diagramme des flux suivant : 


n jours 
Nominal : C, 
> Jours 
0 : Date de début d'opération n : Date de fin d'opération 


G = C, = ee 


L'équation qui régit les flux de capitaux est toujours la même équation. 
Capital initial + intérêt calculé sur ce capital = capital en fin d'opération 
L'intérêt précompté calculé sur le montant ©, du capital réellement placé ou prêté est égal à : 


n 
loré = Co * ee 


On a donc: CG +6 = G 


Soit encore : G+Cxt — =C, 
360 


Exemple 2. Soit un nominal de 10 000 €. Calculer le montant du capital initial si le taux d'intérêt précompté 
s'élève à 6 % sur une durée de 120 jours. 


Les intérêts sont précomptés, le nominal est la valeur du capital en fin d'opération. 


120 jours 
Nominal : €, = 10 000 
> Jours 
0 : Date de début d'opération 120 : Date de fin d'opération 


| 


C,=10 000 -1, 
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Mais attention, l'intérêt ne se calcule pas sur 10 000 €, mais sur le capital inconnu €, en début d'opération. 
Soit C, le capital en début d'opération. 

La durée de l'opération financière est de 120 jours. 

L'intérêt précompté est égal à /,,: = CG x 0,06 x _ : il se calcule sur le capital inconnu €, de début d'opé- 
ration. 

Les flux de capitaux vérifient l'équation suivante : 


G 6 oo eo 
360 
D'où 


@ [ | 0,06 x 1% ]= 10 000 
360 


ee 1 ei 
( SP 06x28) 
C =9 803,92 


Lorsque les intérêts sont postcomptés, le montant nominal du titre de créance est la valeur du capital 
à la date de début d'opération. 

Lorsque les intérêts sont précomptés, le montant nominal du titre de créance est la valeur du capital 
à la date de fin d'opération. 


2 Les titres de créances négociables 


E Prix de souscription. Prix de cession 


Sur le marché monétaire, la monnaie, comme les autres biens, s'achète et se vend. 


Une entreprise À qui souhaite emprunter un capital émet un titre de créance. Le montant de la vente 
de ce titre apporte donc à l'entreprise À un capital. Le prêteur est l'entreprise B, acheteur du titre. 
Le montant du prêt est égal au prix de vente du titre à la date d'émission. Ce prix de vente est appelé 
prix de souscription. 
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L'objet de la transaction est le titre de créance, lequel donne droit de recevoir un capital CG au 


détenteur du titre à la date d'échéance. 


L'acheteur peut à tout moment, revendre le titre sur le marché monétaire. Le montant de la cession 
s'établit en fonction du capital auquel le titre donne droit à l'échéance et du taux du marché moné- 


taire à la date de la transaction. De ce fait, la valeur du titre fluctue avec le marché. 


Selon que l'intérêt est postcompté ou précompté, le nominal correspond au montant du capital en 


début ou en fin d'opération. 


Exemple 1. On considère un billet de trésorerie, de montant nominal 50 000 €. La durée de l'opération est 
égale à 120 jours. Le taux d'intérêt de l'opération s'élève à 3 %, les intérêts sont postcomptés. 


1. Quel est le prix d'émission ? 

2. Déterminer le montant auquel ce titre donne droit, au terme. 

3. Quel est le prix de vente du titre 30 jours après l'émission si le taux du marché est alors égal à 3,2 % ? 
4. Quel est le prix de vente du titre 30 jours après l'émission si le taux du marché est alors égal à 2,8 % ? 


Les intérêts sont postcomptés, le nominal du billet correspond à la valeur du titre à la date de début d'opé- 
ration : la date d'émission. 


Le diagramme des flux est le suivant : 


n = 120 jours 


Co = Ch 
> Jours 


Émission : O Échéance : 120 


Nominal : €, = 50 000 


1. Le prix d'émission où de souscription, selon que l'on se place du point du vendeur (qui émet le titre) ou 
du souscripteur (qui achète le titre) est égal au nominal. 


Prix d'émission = C, = 50 000 € 
2. À terme le titre donne droit au remboursement du nominal, augmenté des intérêts de la période. 
L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 


(Al 
CE FORTR — 
n () n 360 
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Soit dans notre cas : 
Ci20 = Co %F lose 


C2 = 20000 + S0 000 «Ouen 
360 


C20 = 50 500 

À la date d'émission, le souscripteur achète, pour un montant de 50 000 €, le droit de recevoir 120 jours 
plus tard, la date d'échéance, 50 500 €. 

Le titre est un droit à recevoir de l'émetteur du titre, date 120, date d'échéance, 50 500 €. 

3. Prix de vente du titre 30 jours après l'émission si le taux du marché est alors égal à 3,2 %. 

L'objet de la transaction, à la date 30 est donc un titre donnant droit à recevoir 50 500 € à la date 120. 

Le diagramme des flux est alors le suivant : 


n = 90 jours 
C9 = 20.000 
> Jours 
30 Échéance : 120 


Prix de vente = PV 


L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 


GUN Ce ue 


(E 360 
Soit encore : 
90 
50 500 = PV + PV x 0,032 x — 
360 
te 90 
On en déduit : 50 500 = PV|1 + 0,032 x —— 
360 
Et donc : PV = 50 500 /{1 + 0,032 x =) 
re k 360 


AV = 5000021 € 
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4. Prix de vente du titre 30 jours après l'émission si le taux du marché est alors égal à 2,8 %. 
L'équation est la même, seule la valeur du taux d'intérêt change : 


50 500 = PV + PV x 0,028 Es 
360 


On en déduit : 50 500 = PV { + 0,028 x — 


Et donc : PV = 50 500/ ( + 0,028 x 2] 
360 


PV = 50 148,96 € 
Le prix de vente du titre fluctue en fonction du taux du marché. 


Exemple 2. On considère un billet de trésorerie, de montant nominal 50 000 €. La durée de l'opération est égale 
à 120 jours. Le taux d'intérêt de l'opération s'élève à 3 %, les intérêts sont précomptés. 

1. Quel est le prix d'émission ? 

2. Déterminer le montant auquel ce titre donne droit, au terme. 

3. Quel est le prix de vente du titre 30 jours après l'émission si le taux du marché est alors égal à 3,2 % ? 


Les intérêts sont précomptés, le nominal du billet correspond à la valeur du titre à la date de fin d'opération : 
la date d'échéance. 


Le diagramme des flux est le suivant : 
n = 120 jours 


C, = 50 000 
| > Jours 


Émission : O Échéance : 120 


C9 = 50 500 


1. Le prix d'émission ou de souscription, selon que l'on se place du point du vendeur (qui émet le titre) ou du 
souscripteur (qui achète le titre) est égal à €, c'est-à-dire au montant nominal, après déduction de l'intérêt 
précompté, l'intérêt précompté, comme tout intérêt, étant calculé sur la valeur inconnue C,, montant du 
capital prêté. 


L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 


n 
Ci20 = Co + Cox tx — 
120 = C0 5 C0 360 
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Soit dans notre cas : 


(A) 
EG Ce 


360 
DOUCE O0 een 
360 
GE = = 49 504,95 € 
( + 0,03 x a) 
360 


Co = 49 504,95 € 
Le prix d'achat du titre à la date d'émission ou prix de souscription est donc égal à 49 504,95 €. Ce titre 
donne droit de recevoir 50 000 € 120 jours plus tard. 


2. À terme (date 120), le titre donne droit à recevoir 50 000 €. Ces 50 000 € représentent le montant nomi- 
nal du titre puisque les intérêts sont précomptés. 


3. Prix de vente du titre 30 jours après l'émission si le taux du marché est alors égal à 3,2 %. 
L'objet de la transaction, à la date 30 est donc un titre donnant droit à recevoir 50 000 € à la date 120. 
Le diagramme des flux est alors le suivant : 


n = 90 jours 
C9 = 20.000 
> Jours 
30 Échéance : 120 


Prix de vente = PV 


L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 
Ge e . Le 

120550 30 360 
Soit encore : 


50 000 = PV +PV x 0,032 x = 
360 


On en déduit : 50 000 = PV (1+0,032x 2 ) 
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Et donc : PV = 50 000 /f1+ 0,032 x) 
PV =49 603,17 € 


EH 7aux de rendement d'une opération sur le marché monétaire 


Les fluctuations de la valeur du titre suite aux variations du taux du marché monétaire entraînent 
des fluctuations dans la rentabilité de l'opération financière dès lors que le titre est revendu avant 
la date d'échéance. 


Le taux de rendement de l'opération financière est le taux réel de l'opération, et donc la solution de 
l'équation qui régit les flux réels de capitaux. 


Exemple. On reprend les données de l'exercice 1 du paragraphe précédent. 

L'entreprise X émet un billet de trésorerie, de montant nominal 50 000 €. La durée de l'opération est égale 
à 120 jours. Le taux d'intérêt de l'opération s'élève à 3 %, les intérêts sont postcomptés. Le prix de souscrip- 
tion est donc égal à 50 000 €, et donne droit à recevoir 50 500 € à terme (date 120). 

1. L'entreprise Y, qui a acheté ce billet à la date d'émission le revend trente jours à une autre entreprise Z 
au prix de cession de 50 099,21 €, le taux du marché étant égal à 3,2 %. Z conserve le titre jusqu'à la date 
d'échéance. 

Quel est le taux de rentabilité de l'opération financière réalisée par chacune des entreprises ? 

2. Même question si le taux du marché monétaire est égal à 2,8 % à la date 30, le prix de cession du titre 
est alors égal à 50 148,96 €. 

Rappelons la convention : les capitaux qui correspondent à une sortie de trésorerie sont placés en dessous 
de l'axe, les capitaux qui correspondent à une entrée de trésorerie sont placés en dessus de l'axe. 


1. Le taux du marché est égal à 3,2 %. 

Pour l'entreprise X 

À la date O, l'entreprise X reçoit 50 000 € de l'entreprise Y pour l'achat du titre. Elle versera 50 500 € à la 
date 120 au détenteur du titre, en l'occurrence l'entreprise Z. 


n = 120 jours 


C, = 50 000 
Î > Jours 


Émission : O Échéance : 120 
1 
C... = EÙ 500 


120 
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L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 
n 
CG GX =C 
0 0 360 120 
Soit ici : 


50 000 +50 000 x t,, x ee = 50 500 
360 


Si on appelle t,, le taux de rentabilité (dans ce cas, le taux de revient) de l'opération d'emprunt pour 
l'entreprise X. 
On résout cette équation : 


50000x 4x 120-500 +, = >00X360 
360 50000x120 


On retrouve bien sûr le taux de 3 % attaché au titre de créance émis. 


=0}03=3 % 


Pour l'entreprise Y 
Le diagramme des flux est le suivant : 


= 20) 
7/7 TE = 50 099,21 
} > Jours 
Émission : O Cession : 30 Échéance : 120 
| 
C, = 50 000 


À la date O, Y achète 50 000 € le titre de créance à l'entreprise X, titre qu'elle revend 50 099,21 € à l'entre- 
prise Z date 30. 
L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 

n 
Cris = 

otCoxtx 360 30 
Soit ici : 
30 

50 000 + 50 000 x t,, x 360 50 099,21 


Si on appelle £, le taux de rentabilité de l'opération pour Y. 
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On résout cette équation : 


SE RC: 1) 
360 


_ 99,21 x 360 

50 000 x 30 
On constate que la hausse du taux du marché monétaire (3,2 % le jour de la cession au lieu de 3 % date 
d'émission) a entrainé une baisse de la valeur du titre, et donc une perte de la rentabilité. On peut supposer 
que l'entreprise Y a vendu le titre qu'elle détenait avant la date d'émission pour faire face à un besoin de 
trésorerie. 


es ty = 0,02381= 2,381 % 


Pour l'entreprise Z 

L'entreprise Z achète à l'entreprise Y le titre de créance 50 099,21 € à la date 30, elle reçoit 50 500 € date 
120 de l'entreprise X. 

Le diagramme des flux est le suivant : 


n=90 


C,= 50 500 


| > Jours 


Émission : O Cession : 30 Échéance : 120 


Cy= 50 099,21 


L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 


n 


Go + Go XX 360  °120 


Soit ici : 


50 099,21.+ 50:099,211x t,;7 x = = 50 500 


Si on appelle t,, le taux de rentabilité de l'opération. 
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On résout cette équation : 


50 099,21 xt, x -2Ù_ = 400,79 
360 
ot, -40079 x 360 _ 6 5322 3,2 % 


50 099,21 x 90 
On retrouve bien sûr le taux du marché monétaire à la date de la transaction. 
On peut remarquer, en rapprochant les trois diagrammes de flux que tous les flux de capitaux sont équili- 
brés : toute somme qui entre dans la trésorerie d'une des entreprises sort de la trésorerie d'une autre. 
2. Si maintenant, à la date 30 de revente du titre, le taux du marché est égal à 2,8 %, le prix de cession du 
titre s'établit à 50 148,96 €. 
e Pour l'entreprise X : le taux de revient de l'opération d'emprunt reste égal à 3 %. 
e Pour l'entreprise Y, laquelle a acheté alors que le taux du marché était de 3 % et a revendu alors que le 
taux du marché est de 2,8 %, le taux de rentabilité doit être calculé. 
Le diagramme des flux est le suivant : 


n= 30 


7 TE = 50 148,96 

| ———+ Jours 
Émission : O Cession : 30 Échéance : 120 
C,= 50 000 


À la date O, Y achète 50 000 € le titre de créance à l'entreprise X, titre qu'elle revend 50 148,96 € à l'entre- 
prise Z date 30. 
L'équation qui régit les flux de capitaux est la suivante : 


n 
E (C = (C 
OC 0x 360 30 
Soit ici : 
30 
50 000 + 50000 x t,, x ——= 50 148,96 
360 
Si on appelle t,, le taux de rentabilité de l'opération. 
On résout cette équation : 


50 000 x t,, x = 148,96 
360 
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2e en Use 

50 000 x 30 
On constate que la baisse du taux du marché monétaire (2,8 % le jour de la cession au lieu de 3 % date 
d'émission) a entrainé une hausse de la valeur du titre, et donc un gain de la rentabilité. On peut supposer 
que l'entreprise Y a vendu le titre qu'elle détenait avant la date d'émission non pas pour faire face à un 
besoin de trésorerie mais sans doute pour profiter de cette opportunité. 
Pour l’entreprise Z : le taux de rentabilité de l'opération est égal à 2,8 %, le taux du marché à la date de 
l'achat. 


3 Les principaux taux de référence du marché monétaire 


On distingue : 
— les taux fondés sur l'Euribor (Euro interbank offered rate). 


L'euribor est la moyenne arithmétique des taux offerts sur le marché interbancaire par un panel de 
grandes banques de la zone euro. Le taux est établi pour chaque jour ouvré, pour chacune des 
échéances mensuelles de 1 à 12 mois, et pour l'échéance 24 mois). 


L'Euribor sert de base au calcul des différents indices. 


Dans le cas d'emprunts à taux variables (taux connu en fin de période, reflétant la situation moyenne 
sur la période) ou révisables, on utilise plutôt les Euribor capitalisés (Euribor 1 mois capitalisé ou 
Euribor 3 mois capitalisé) ou les Euribor révisables ; 

— les taux fondés sur des taux monétaires euros. 


L'EONIA : Euro Overnight Interest Average, taux au jour le jour (maturité 24 heures, calculé chaque 
jour ouvré) pratiqué sur le marché interbancaire, pour des opérations en euros. 


Le T4M : taux moyen du marché monétaire (moyenne arithmétique sur 1 mois de TMP, taux moyen 
pondérés de l'argent au jour le jour). 


Le TAM : taux annuel monétaire (taux de rendement d'un placement mensuel à intérêts capitalisés 
sur 12 mois). 


Le TMB : taux moyen mensuel des adjudications de bons du Trésor à 13 semaines. 
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Les emprunts indivis 


Un emprunt indivis est un emprunt souscrit auprès d’un seul prêteur. 
On se placera dans le cas où la première annuité est versée, une période après la date de l'emprunt. 


1 Les éléments de l'emprunt. Tableaux d'amortissement 

i : Taux d'intérêts composés 

CRD, : Montant de l'emprunt = capital emprunté 

CRD,._, : montant du capital restant dû (de la dette restant à payer), au début de la k€ période, 
c'est-à-dire, immédiatement après le (k—TÊ"® versement, soit encore, à la date k—1. 

1, : Montant de l'intérêt relatif à la K€ période. Cet intérêt est versé à la date k, mais il est calculé 
sur la dette restante en début de période, donc sur la dette CRD, _;. 


A4 : Amortissement versé à la date k. L'amortissement est la fraction de capital remboursé, hors 
intérêts. 


a : Annuité versée à la date k. L'annuité est la somme effectivement versée par l'emprunteur, elle 
comprend l'amortissement et l'intérêt de la période. 
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EH Le tableau d'amortissement de l'emprunt indivis 


Ce tableau est, en général, composé des colonnes suivantes : 


Capital Intérêt Amortisse- a " 
; en à Annuité Capital restant 
ne restant dû, de la période, | ment versé en ; : ? è 
Période Sn debut ant fin versée en fin dû, en fin 
de période de période de période CEPSTEE SÉIRETIONE 
k CRD, -_; le À dk CRD} 


Notons que les deuxième et sixième colonnes sont redondantes. 


M Relations entre les divers éléments de l'emprunt 


L'annuité est la somme du capital remboursé à l'échéance et de l'intérêt de la période. 

Annuité = amortissement + intérêt : & = À +/4 

L'intérêt versé date k, avec le versement de la k°"° annuité est l'intérêt relatif à la période k. Cet 
intérêt simple est calculé sur la dette restante en début de période k, donc sur le capital restant dû 
CRD, , 

le = CRD, : x i 


Les intérêts versés ne diminuent pas la valeur de la dette restante, ils sont « perdus » pour l'emprun- 
teur. Au fur et à mesure que le capital restant dû en début de période diminue, la valeur de l'intérêt 
diminue. 


Chaque versement d'une annuité date k diminue le montant de la dette restante en début de 
période k, soit à la date k — 1 de la valeur de l'amortissement A, contenu dans l'annuïté versée. 


CRD4 — CRD+.; = A4 5 
Capital restant dû date k 
= capital restant dû en début de période précédente date (k — 1) - amortissement date k 


L'amortissement est la part du capital remboursé lors du versement de l'annuité, le montant de la 
dette est donc égal à la somme de tous les amortissements. 


Capital emprunté = Somme des amortissements : CRD, = À + À) + ...+ À, + ...+ À, 
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L'intérêt (et donc le taux d'intérêt) n'intervient pas dans cette équation. 

Le capital emprunté est équivalent à la suite des annuités. 

Capital emprunté = Somme des annuités actualisées à la date de l'emprunt 

Si l'emprunt est contracté date O et que la première annuïité est remboursée date 1, on a: 


k 


CRD, = alt + 5)! + a (1 + 172 +. + a(t + DT + + a,(1+ 1)" 


À la dernière échéance (dernière ligne du tableau d'amortissement), le capital emprunté doit être 
complètement remboursé. De ce fait, le dernier capital restant dû est égal au montant du dernier 
amortissement. 


CRD: = À 


Exemple. Une entreprise emprunte un capital de 10 000 € Les modalités de remboursement convenues 
avec l'établissement de crédit sont les suivantes : remboursement à l'aide de quatre annuités, la première 
étant versée à la fin de la première année. Les trois premières annuités sont d’un montant de 3 000 €. Le 
taux annuel d'intérêt est égal à 4 %. 


1. Déterminer le montant de la quatrième annuité. 
2. Construire le tableau d'amortissement. 


1. Montant de la quatrième annuité 
On peut construire le diagramme des flux de capitaux : 


a, = 3 000 a, = 3 000 a, = 3 000 a 


> années 


0 1 2 3 4 
10 000 


Il y a équivalence entre le capital emprunté et la somme des quatre annuïités de remboursement. 
Si on choisit par exemple la date de l'emprunt comme date d'équivalence : 


10000 = ati a (+2 ati a+) 
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Et donc : 


10 000 = 3 000(1 + 0,04)! + 3000(1+ 0,04) 2 + 3000(1+ 0,04) 3 + aa (1+ 0,04) 7* 
& 10000 = 2 884,62 + 2773,67 + 2 666,99 + a,(1+ 0,04) * 
On en déduit : a, =1959,20 €. 


La dernière annuïité de remboursement est donc égale à 1 959,19 €. 
1. Tableau d'amortissement 
Capital restant Intérêt Amortissement cu 
Période dû, en début de la période, versé versé en fin de enfin 
de période en fin de période période de période 
k CRD, l, A, a, 
: CRD, = 10 000 l =10000 x 0,04 A = 3000 -400 à = 3000 
= 400 = 2600 
2 CRD, = 10000 — 2600 | j, = 7 400 x 0,04 = 296 A, = 3000 -296 a) = 3 000 
= 7400 = 2) 7071 
CRD» l3 = 4696 x 0,04 : A; = 3000 -187,84 a3 = 3000 
= 4696 
CRD; la =1883,84-0,04 | A,= 1 959,20 -75,35 |a, =1959,19 
4 = 4696 - 2812,16 = 75,35 = 1 883,84 
= 1883,84 


On peut vérifier que le montant du dernier amortissement est égal au capital restant dû en début de der- 


nière période. 


BH Calcul du capital restant dû, après paiement de la p*"° annuité 


Attention : immédiatement après le versement de la p°"® annuïté, commence la période p + 1, qui 
se termine à la date p + 1. Ainsi, le capital restant dû, après le versement de la p°"€ annuité est la 


dette CRD,, qui se trouve sur la ligne p + 1 du tableau d'amortissement. 
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On peut calculer cette dette de plusieurs façons. 

C'est la somme actualisée à la date p des annuïités restant à verser (lorsque les annuïités sont 
constantes, c'est sans doute la façon la plus simple de procéder) : 

CRD, = a (L+ 74. 

C'est la somme des amortissements restants à verser : 

CRD, = À, + A2 t 2 

C'est le montant de l'emprunt, auquel on retranche la somme des amortissements déjà versés : 
CRD, = CRD, - (A + A,+...+ A) 

C'est le rapport entre l'intérêt versé à la fin de la période et le taux d'intérêt : 


/ 
PE 
CRD, = 


l 


A1 
+10 + ii) + d+2 


2 Le cas particulier des emprunts remboursables 
par annuïtés constantes 
Le remboursement des emprunts par annuités constantes permet de simplifier pour l'emprunteur 


la gestion de sa trésorerie aussi presque tous les contrats signés correspondent-ils à cette modalité 
de remboursement. 


De nombreuses simplifications permettent d'obtenir dans ce cas les éléments du tableau d'amortisse- 
ment et en particulier, d'obtenir des extraits de tableau, sans pour autant déterminer toutes les lignes. 


M Calcul de l'annuité constante 
Si les annuités de remboursement sont constantes, la valeur actualisée à la date de l'emprunt de la 
suite d'annuités constantes est la somme des termes d’une progression géométrique. 


Dans le cas où la première annuité est versée à la fin de la première période, l'annuité constante a 
est solution de l'équation d'équivalence : 


2 jÿ=n 
CRD = à x (Re | 
[l 


Si 
CRD, est le montant de l'emprunt, 
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a: montant de l'annuité constante, 

i: taux d'intérêt composés, 

n: le nombre d'annuités de remboursement soit encore le nombre d'échéances. 

Rappelons : le taux i d'intérêts composés doit avoir une périodicité qui correspond à celle des 


annuités : mensuel s'il s'agit de mensualités, trimestriel s’il s'agit de trimestrialités, ou annuel s'il 
s'agit d'annuités. 
M La suite des amortissements 


Il est démontré que dans le cas d'annuités constantes, les amortissements sont en progression géo- 
métrique, de premier terme À, : montant du premier amortissement et de raison (1 + i). 


De ce fait, on peut exprimer un amortissement : 
e en fonction de l'amortissement de l'échéance qui précède : 


À = A X (1+i) 


À = A x (1+i) 


À = À ; x (1 + Î) 
e en fonction de n'importe quel autre amortissement : 
A = A x(1+ it 
A, = A,x (1+ XP 


On peut également, puisque la somme de tous les amortissements est égale au capital emprunté, 
utiliser la formule de la somme des termes d'une progression géométrique. 


On a donc : CAD = A + A + Ag ++ A, = dx (41) 
| 
EH Calcul du capital restant dû en début de période 


Dans le cas où les annuités sont constantes, il est facile d'exprimer le capital restant dû en fonction 
de la suite des annuités restant à payer. 
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1- (+) | | 
CRD, = à X | T l | : le capital restant dû date O est égal à la somme des n annuïtés restant 
[l 


à payer à la date 0; 
1-(1+ 700 
i 
1" annuité est égal à la somme des (n — 1) annuïtés restant à payer à la date 1; 
1-(1+ 0-2 
i 
la 2° annuité est égal à la somme des (n — 2) annuités restant à payer à la date 2 ; 


CRD, = à x | ] le capital restant dû date 1, immédiatement après paiement de la 


CRD, = a x | | : le capital restant dû date 2, immédiatement après paiement de 


140000 
i 
la Kî"e annuité est égal à la somme des (n — k) annuités restant à payer à la date k. 


1- , . : 
CRD, = à x | | : le capital restant dû date k, immédiatement après paiement de 


Exemple. Pour l'achat d'une résidence secondaire, un particulier effectue un emprunt de 100 000 € sur 
20 ans. Les conditions de remboursement sont les suivantes : 


+ Remboursement par 20 annuités constantes versées chaque année ; 
e Première annuité versée à la fin de la première année d'emprunt ; 
+ Taux annuel d'intérêts composés : 4,331 %. 


1. Déterminer le montant de l'annuité constante 

2. Construire la première ligne du tableau d'amortissement. 

3. En déduire le 12e amortissement. En déduire la douzième ligne du tableau. 
4 


. Calculer le montant du capital restant dû à la date 15, immédiatement après le versement de la quin- 
zième annuïté. En déduire les éléments de la seizième ligne du tableau d'amortissement. 


Construisons le diagramme des flux de capitaux : 


a a a 
ani 
(0) 1 2 


CRD, = 100 000 


a 
] 
| 
4 


U —E| dv 
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Écrivons maintenant l'équivalence à la date O entre le capital emprunté et la somme des annuités actualisées 
(les remboursements) : 


AE 


CRD, = ax | 
Î 


= 20 
F 100000 = a[1=(1+0.04330 ©) 
0,04331 


S o=7SbAbE 


À la fin de chaque année, pendant vingt ans, l'emprunteur effectue un versement de 7 575,45 € pour 
rembourser son emprunt de 100 000 €. 


2. Première ligne du tableau d'amortissement 


Capital restant | Intérêt de la période, Amortissement nn £ 
2 à 7 2 F R ; Annuité versée 
Période dû, en début versé en fin versé en fin 5 Fe 
RUE re 2 en fin de période 
de période de période de période 
1 CRD; = 100000 | /, =100000 x0,04331 | A,=7575,45 -4331 a= 7575,45 
=4331 = 3244,45 


3. Valeur du 12° amortissement. Douzième ligne du tableau d'amortissement 
Les annuités sont constantes, les amortissements sont en progression géométrique. 
La raison de la progression est égale à (1+ j) =1,04331 et le premier terme A, = 3 244,45 €. 


A = A x (1+ it 
Et donc : 
Ap = A x(1+ it 


An = 3244,45 x (1+0,04331)!! 

A =5172,35 

On a calculé l'amortissement, on peut en déduire l'intérêt contenu dans la douzième annuité : 
h,= à — A = 7575,45-5172,35 = 2 403,10 
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Connaissant la valeur de l'intérêt, on peut en déduire le capital restant dû en début de douzième période : 
PH 220-10 


GR, =" = 
NT; cos 


= 55 485,96 € 


D'où la douzième ligne du tableau : 


Capital restant dû, Intérêt Amortissement Annuité versée 
Période en début de la période, versé versé en fin én fin de période 
de période en fin de période de période P 
112 CRD; = 55 485,96 l, = 2 403,10 A=-5I72/5 a= 515,45 


4. Montant du capital restant dû à la date 15, immédiatement après le versement de la quinzième annuité 


Immédiatement après le versement de la quinzième annuité, il ne reste que 5 annuités à verser pour couvrir 
la dette restante. 


Celle-ci, à la date 15 est donc égale à la somme actualisée à la date 15 des 5 annuïités restant à verser aux 
dates 16, 17, 18, 19 et 20. 


On a donc : 


! 


es (20-15) _ 25 
_— ES E . ee 


0,04331 


D'où la seizième ligne du tableau d'amortissement : 


L 2241225 € 


Capital restant dû, | Intérêt de la période, Amortissement Annuité 
Période en début versé en fin versé en fin versée en fin 
de période de période de période de période 
16 CRD,5 = 33 413,25 | {56 = 33 413,25 x 0,04331 | A4, =7 575,45 -1447,13 | a =7 575,45 
= 44 13 = 128,22 
3 | Taux nominal d'intérêt. Taux effectif global (TEG), 


taux actuariel effectif global (TAEG) 


Les différents frais (assurances, dossier...) qui viennent se rajouter au paiement des annuïités de 
remboursement conduisent à un taux effectif d'emprunt plus élevé que le taux de l'emprunt. 
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EH 7aux nominal d'intérêt 


Le taux nominal est le taux annuel avec lequel est calculé le montant des intérêts. 

Il faut bien sûr ajuster la périodicité du taux à la périodicité des versements. 

Ainsi, par exemple, si les versements des annuités sont mensuels, il faut travailler avec un taux mensuel, 
si les versements des annuités sont trimestriels, il faut travailler avec un taux trimestriel. Le problème se 
pose alors de savoir s'il convient d'utiliser un taux proportionnel ou un taux équivalent. 


Le plus souvent, le taux nominal communiqué par la banque est un taux proportionnel mais 
il convient de s'en assurer. 


Exemple. Un emprunt de 100 000 € est remboursable à l'aide de 150 mensualités constantes. La première men- 
sualité est versée un mois après la date de l'emprunt. 


Le taux d'intérêt annuel actuariel de l'opération est égal à 4,91 %. 
1. Déterminer le montant de la mensualité constante. 
2. Construire la 20° ligne du tableau d'amortissement. 


3. Si on suppose maintenant que le taux de 4,91 % est un taux nominal proportionnel, déterminer le mon- 
tant de la mensualité constante. 


1. Les versements sont mensuels, le taux d'intérêt est annuel, il faut calculer le taux mensuel équivalent. 
A+) =(+i,)2 es i,=(1+1)"2 21 si on appelle i, le taux annuel et ;,, le taux mensuel équivalent. 
Onai,—(1+0,0491) 210,004 =10,4% 

On peut maintenant calculer le montant de la mensualité : 


1—(1+0,004)-150 


1 (1+ 7150 
0,004 


! 


| | = 100000 = ax | ]+ 2-08 


2. On calcule le capital restant dû en début de 20° période, donc à la date 19. 
À cette date, il reste encore 150 — 19 =131 mensualités à verser. 


= j\-131 E —131 

CRD;9= a x MU = 887,84 x IEEE; 0 = 90 389,56 € 
l 0,004 

On en déduit l'intérêt : 


lL0 = 90 389,56 x 0,004 = 361,56 € 
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D'où l'amortissement : A), = 887,84 - 361,56 = 526,28 
e On a donc: 


Capital restant dû, | Intérêt de la période, Amortissement Annuité 
Période en début versé en fin versé en fin versée en fin 
de période de période de période de période 


20 CRD;9 = 90 389,56 Lo = 361,56 A0 = 526,28 a = 887,84 


3. Le taux nominal de 4,91 % est un taux proportionnel. 
Dans ce cas, il faut diviser le taux annuel par 12 pour obtenir le taux mensuel. 


Le) 
Taux mensuel : À = 0,409167 % 


On peut maintenant calculer la valeur de l’annuité constante : 


1-(1+ 0,004092)-150 


1—(1+ 7150 
] 0,004092 


! 


cr = ax ] = 100 000 ax | J= e-ssare 


EH 7aux de rendement actuariel ou taux réel 


Le taux de rendement actuariel est le taux d'intérêts composés tel que l'on ait équivalence entre : 
e les montants nets reçus par l'emprunteur ; 
e les sommes réellement versées par lui. 


Tous les capitaux sont actualisés à la date de l'équivalence. 


Exemple. Un emprunt de 200 000 € est remboursé à l'aide de 15 annuités constantes. La première annuité 
est versée 1 an après la date de l'emprunt, le taux nominal d'intérêts composés est égal à 4 %. 


Les frais de dossier, à la charge de l'emprunteur, sont versés à la date de l'emprunt et s'élèvent à 1 000 €, 
l’emprunteur est obligé, par ailleurs, de souscrire une assurance décès et invalidité, d'un montant annuel de 
100 €, prélevé en même temps que chaque annuité. 


Déterminer le taux réel de l'emprunt. 
Calculons l'annuité constante : 


1-(14+0,04)-15 


da jy-15 
DER QNE sn = 2= 1706822 € 


! 


cr =ax| | 2 200000» ax | 


102 


L'ESSENTIEL DES MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES 


Cette annuité comprend l'amortissement du capital et les intérêts, calculés à l’aide du taux nominal d'intérêt. 


Le fait de verser des frais de dossier et des primes d'assurances chaque échéance entraîne un taux effectif 
plus élevé que le taux nominal annoncé. 


Le montant réellement reçu à la date O est moins important que le montant de l'emprunt puisque les frais 
de dossier sont versés par l'emprunteur. 


La somme réellement reçue date 0 est effectivement égale à 200 000 — 1 000 = 199 000 €. 


À chaque échéance, l'emprunteur verse le montant de l’annuité, à laquelle se rajoute la prime d'assurance : 
17 988,22 + 100 = 18 088,22 €. 


Le taux réel d'intérêt t,, est égal au taux tel qu'il y ait équivalence entre les sommes réellement reçues par 
l'emprunteur et les sommes réellement versées par lui. C'est la solution de l'équation : 


= Vs 
199 000 = 18 088,22 x fins) 
lréel 
& tré = 0,041514 = 4,1514 %. 
Notons qu'il n'est pas possible de résoudre algébriquement cette équation, il faut déterminer le taux in- 


connu soit de façon numérique, par approximations successives, soit à l’aide d'un outil possédant un menu 
financier ou un solveur. 


Ainsi, la prise en compte des frais liés à cette opération d'emprunt conduit à un taux réel d'intérêt égal à 
CAB IEC 


EH 7aux effectif global (TEG), taux actuariel effectif global (TAEG) 


Le taux effectif global est le taux réel annuel. 


Selon le type de l'emprunt, il peut être calculé de façon proportionnelle ou équivalente : 

— pour un emprunt immobilier, il est toujours calculé de façon proportionnelle, on l'appelle taux 
effectif global (TEG) ; 

— pour un crédit à la consommation, il est toujours calculé de façon équivalente, on l'appelle taux 
actuariel effectif global (TAEG). 


Ce taux doit être communiqué, selon la loi à tout emprunteur avant la signature du contrat. 


Exemple. Un emprunt de 100 000 € est remboursé par mensualités constantes en 20 ans. Le taux d'intérêt 
annuel égale 7,442 %. 


Chaque mensualité est majorée d’un montant de 50 € pour frais d'assurances, et les frais de dossier, versés 
par l’emprunteur le jour de l'emprunt se sont élevés à 1 000 €. 
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1. Déterminer le taux réel mensuel d'emprunt. 

2. Déterminer le taux réel annuel d'emprunt. 

3. Déterminer le TEG si on suppose que l'emprunt est destiné à un achat immobilier. 
4. Déterminer le TAËG si on suppose qu'il s'agit d'un crédit à la consommation. 


1. Il faut d'abord calculer le taux mensuel équivalent au taux annuel de 7,442 % puisque les 240 verse- 
ments sont mensuels. 


L'opération est une opération du long terme, il faut donc utiliser des taux équivalents pour changer la 
périodicité attachée au taux. 


(+= (+)2e ji, =(1+1)/12 —1 si on appelle /, le taux annuel et j,, le taux mensuel équivalent. 
On a :i, =(1+0,07441)/12 — 1= 0,006 = 0,6 % 

On calcule le montant de la mensualité : 

IEEE 


! 


1 (1+ 0,006)7240 
0,006 


On peut maintenant déterminer le taux mensuel réel de l'opération d'emprunt en tenant compte des capi- 
taux réellement reçus par l'emprunteur et des sommes réellement versées. 


Si on appelle t." le taux réel mensuel, il est solution de l'équation : 


cRDk =ax| ] + 100000 = ax ] «+ a=78n3s € 


reel m 


Æ 246 
(100 000 — 1000) = (787,35 + 50) x (ea) 


= .  )-240 
& 99000 = 837,35 x te 
Celle 


8 treim = 0,6792 % 


2. Taux réel annuel 

Calculons le taux réel annuel équivalent au taux réel mensuel. 

(1+i,) =(1+0,006792)2 & ji, =(1+ 0,006792)/2 — 1= 0,08462 = 8,462 % 

Le taux réel annuel est donc de 8,462 %, soit presque 1 % de plus que le taux annoncé pour l'opération 
d'emprunt. 


SMIEG 


Si l'emprunt est destiné à l'achat d'un bien immobilier, le taux effectif global est le taux annuel proportion- 
nel au taux réel de période, soit ici le taux réel mensuel. 


TEG = tem * 12 = 0,6792 % x 12 = 8,15 % 
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4. TAEG 
Si l'emprunt est un crédit à la consommation, il faut dans ce cas calculer le taux actuariel effectif global. 
TAËG est tel que : 


(1+ TAËG)! = (1+ 0,006792)2 & TAEG = (1+ 0,006792)2 — 1= 0,08462 = 8,462 % 


On retrouve le taux réel annuel équivalent. 


Les emprunts obligataires ss 


Lorsque le montant nominal de l'emprunt est très élevé, l'emprunt est fractionné en N titres de créance 
négociables, d'égal montant C, appelés obligations. 

Ainsi, dans les emprunts obligataires dlassiques : chaque obligataire prête le montant d'une obligation. Il reçoit 
pour rétribution de ce prêt un intérêt appelé coupon, ce, jusqu'au remboursement de l'obligation. 

Une obligation, lorsqu'elle est amortie, l'est en totalité : elle ne peut être fractionnée. 


1 Aspects juridiques et matériels 


Les emprunts obligataires sont des emprunts à long terme pouvant être émis par une collectivité : 
l'État, des sociétés par actions ou des personnes morales (collectivités publiques, associations... 
Toute émission d'un emprunt obligataire doit faire l'objet d'une publication sur la situation de la 
société et sur l'opération dans le Bulletin des Annonces légales obligatoires. L'information doit être 
visée par l'Autorité des Marchés Financiers. 

Les obligataires ont les mêmes privilèges que les éventuels futurs créanciers, et sont organisés en 
une entité qui jouit de la personnalité civile. 


[2] Les éléments de l'emprunt 


EH Les notations 


Un emprunt obligataire est caractérisé par la valeur d'émission des obligations, la valeur nominale 
des obligations, le taux d'intérêt nominal, la valeur de remboursement d'une obligation et le profil 
de remboursement. 
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i : taux nominal d'intérêts composés ou taux facial. 
N : nombre d'obligations émises. 
C: montant nominal (valeur faciale) d'une obligation. 


C'est le montant qui sert de base au calcul de l'intérêt (coupon), le montant « théoriquement » prêté 
par le détenteur d'une obligation. 


E: valeur d'émission ou de souscription d'une obligation : montant réellement versé par le souscrip- 
teur (prêteur) pour devenir propriétaire d'une obligation. 


Cette valeur d'émission peut être différente de la valeur nominale. 


R : valeur de remboursement d'une obligation. Cette valeur de remboursement peut, elle aussi, 
différer de la valeur nominale de l'obligation. On appelle Prime de remboursement la différence 
entre la valeur de remboursement et la valeur nominale. 


CRD, : Montant de l'emprunt. On a CRD, = N xC 

A, : amortissement versé à la date k. L'amortissement est la fraction de capital remboursé, hors intérêts. 
5 : nombre d'obligations amorties c'est-à-dire remboursées à la date k. 

CRD, : montant de la dette restant à payer, au début de la Kè"e période. 


dy _1 : Nombre d'obligations restant à amortir au début de la Kè"€ période, c'est-à-dire, immédiate- 
ment après le (k — TÊTE versement, soit encore, à la date (k — 1). 


1, : montant de l'intérêt relatif à la kè”e période. Chacun des d,_; obligataires restant reçoit un 
intérêt, calculé sur la valeur faciale de l'obligation et appelé coupon d'intérêt. 


a, : annuité versée à la date k. 


M Relations entre les divers éléments de l'emprunt 


Toutes les relations établies dans le cas d'emprunts indivis restent valables. 

De plus, les nombres d'obligations amorties à la fin de chaque période ou restant à amortir au début 
d'une période sont toujours des nombres entiers. 

Ainsi : 

L'intérêt /, se partage entre les d,_, obligataires : chaque détenteur d'une obligation reçoit un intérêt 
appelé le coupon. 


Montant du coupon : € > i : le coupon est toujours calculé sur le montant nominal d'une obligation, 
auquel on applique le taux nominal d'intérêt. 


CHaPirRE 6 — Les emprunts obligataires 


Montant de l'intérêt versé date k:/, = d,_, x(C x i) 


Coupon couru : sa valeur est proportionnelle à la durée écoulée depuis le paiement du dernier 
coupon. La base de l'année retenue est 365 ou 366 jours en cas d'année bissextile. 


L'amortissement se partage en un certain nombre d'obligations, qui vont être remboursées (amor- 
ties) à la date k. 


Montant de l'amortissement versé date K: A; =1r xR 


Notons bien que le nombre d'obligations amorties ne peut être qu'entier, les obligations ne sont 
pas fractionnables. 


La base retenue de l'année financière pour le calcul des coupons est toujours le nombre réel de jour 
de l'année. || convient donc de savoir si l'année considérée est bissextile ou non avant tout calcul. 
On ne travaille jamais avec une année de 360 jours. 


EH Différentes modalités d'émission et de remboursement 
a) Émission 


L'emprunt est émis « au pair » si E = €, c'est-à-dire lorsque le prix d'émission est égal au montant 
nominal de l'obligation. Il est émis « au-dessus du pair » si E>€ : le prix d'émission est plus élevé 
que le montant nominal de l'obligation, et « au-dessous du pair » si FE <C: le prix d'émission est 
moins élevé que le montant nominal de l'obligation. 


La date de jouissance est la date à partir de laquelle on considère que le souscripteur est détenteur 
de l'obligation. Les intérêts commencent à courir à partir de cette date. 


La date de règlement est la date à laquelle le souscripteur est effectivement débité du montant de 
l'obligation achetée. Cette date peut être différente de la date de jouissance. 


b) Remboursement 


Le remboursement est « au pair » si R = C, « au-dessus pair » si R > C, « au-dessous pair » siR <C. 
La plupart des emprunts obligataires sont remboursables : 

e in fine : toutes les obligations sont amorties en même temps, à la date de fin d'emprunt ; 

e par tranches égales. 

De nombreux emprunts comportent cependant des modalités particulières de remboursement. 
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M Le paiement des intérêts 


Le taux nominal est le taux j avec lequel on calcule le montant du coupon d'intérêt. 

Pour la majorité des emprunts, les coupons d'intérêts sont versés à la fin de chaque période. 

Le taux nominal peut être fixe ou flottant. En effet, de façon à protéger aussi bien les souscrip- 
teurs que les émetteurs contre les fluctuations des taux du marché, le taux nominal peut être 
variable : il est alors déterminé, avant l'échéance de chaque coupon à partir d'un taux de réfé- 
rence monétaire. 


3 | Le tableau d'amortissement de l'emprunt obligataire 


Il contient les colonnes suivantes : 


Nombre d'obligations Nombre 
Période encore vivantes Intérêt d'obligations | Amortissement | Annuité 
en début de période amorties 
Kk de: le = dy_; x (C x î) lk À = 1 X R C7. 
Remarque : il faut éviter de construire une colonne « dette restant à rembourser en début de 


période » car en effet, on peut considérer la dette en valeur nominale (sur laquelle se calcule l'in- 
térêt) et la dette en valeur de remboursement, il peut donc y avoir des confusions. 


Attention à ne pas confondre 


La dette restante en valeur nominale, sur laquelle est calculé l'intérêt : 

Dette en valeur nominale 

= nombre d'obligations restant à amortir x montant nominal 

=d,,xc€C 

La dette restante en valeur de remboursement, qui correspond à la somme qui reste à rembourser, étant 
donné une valeur de remboursement R : 

Dette en valeur de remboursement 

= nombre d'obligations restant à amortir x valeur de remboursement 

=d,,xR 
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Exemple 1. On considère l'emprunt obligataire dont les caractéristiques sont les suivantes : 

+ Date de jouissance et de règlement : 12 mai N 

+ Taux nominal d'intérêt : 5 % 

° Montant de l'emprunt : 200 millions d'euros 

+ Obligations d'un montant nominal € = 1 000 € 

e Valeur d'émission : 990 € 

e Valeur de remboursement : R = 1 010€ 

e Intérêt payable le 12 mai de chaque année, pour la première fois, en mai N+1 

° Durée : 4 ans 

L'amortissement se fait au-dessus du pair, in fine. 

Construire le tableau d'amortissement. 

L'amortissement est fait in fine. Ceci signifie qu'aucune obligation n'est amortie avant la dernière échéance. 
Les coupons d'intérêts sont en revanche versés chaque année aux détenteurs des obligations. 

Le nombre d'obligations émises est égal à : 

_ Montant del'emprunt _ CRD, _ 200 000 000 
5 Nominal DICO 

Le coupon, c'est-à-dire l'intérêt annuel reçu par le détenteur d'une obligation est égal à : 


C xi=1000 x 0,05 = 50 € 


N = 200 000 unités 


Nombre 
d obligations Intérêt (2) è Nombre Amortissement 
es vivantes d'obligations a 
Période Îh = ê (4) Annuité (5) 
en début d x (C ) amorties (3) AE 0R 
de période (1) k=1 re KTORk 
k-1 
N+1 200 000 10 000 000 (0) 0 10 000 000 
N+2 200 000 10 000 000 (0) 0) 10 000 000 
N+3 200 000 10 000 000 (0) 0 10 000 000 
N+4 200 000 10 000 000 200 000 202 000 000 212 000 000 
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(1) Le nombre d'obligations vivantes en début de période reste égal à 200 000 puisqu'aucune obligation 
n'est amortie avant la date de fin d'emprunt. 


(2) L'intérêt est égal au produit du nombre d'obligations restant à amortir par le montant du coupon : 
le = de_ X (C x i). 
par exemple /, = d, x (C x i) = 200 000 x 50 = 1000 000€. 


(3) Le nombre d'obligations amorties est égal à O, sauf la dernière échéance où il faut évidemment amortir 
toutes les obligations restantes. 


(4) L'amortissement est égal au nombre d'obligations amorties, multiplié par le montant du rembourse- 
ment d’une obligation. Il n'y a donc qu'à la dernière échéance que l'amortissement n'est pas nul 


(5) L'annuité est égale à la somme de l'amortissement et de l'intérêt. 


Exemple 2. On considère l'emprunt obligataire dont les caractéristiques sont les suivantes : 
e Date de jouissance et de règlement : 12 mai N 

e Taux nominal d'intérêt : 5 % 

° Montant de l'emprunt : 200 millions d'euros 

° Obligations d’un montant nominal € = 1 000 € 

e Valeur d'émission : 990 € 

e Valeur de remboursement : R = 1 010€ 

e Intérêt payable le 12 mai de chaque année, pour la première fois, en mai N+1 

° Durée : 4 ans 

L'amortissement au-dessus du pair, en deux tranches égales, aux échéances N+2 et N+4. 
Construire le tableau d'amortissement. 


Cette fois l'amortissement est fait en deux tranches égales, aux échéances N+2 et N+4. 


Ceci signifie que la moitié des obligations (soit 100 000) est amortie à l'échéance N+2, l'autre moitié à 
l'échéance N+4 


Les coupons d'intérêts sont en revanche versés chaque année aux seuls détenteurs des obligations. 

Le nombre d'obligations émises reste égal à : 

N = Montant del'emprunt _ CRD; _ 200 000 000 
ïù Nominal BNC 

Le coupon, c'est-à-dire l'intérêt annuel reçu par le détenteur d'une obligation est égal à : 


E XI = OX C05=SDE 


= 200 000 unités 
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Nombre 
d'obligations = Nombre À 
mn vivantes Intérêt (2) d'obligations D TDEENENE me 
Période É D = : (3) Annuité (4) 
en début d x (C ) amorties EUR 
de période (1) ls f, EU 
k-1 
N+1 200 000 10 000 000 _ _ 10 000 000 
N+2 200 000 10 000 000 100 000 101 000 000 111 000 000 
N+3 100 000 5 000 000 - _ 5 000 000 
N+4 100 000 5 000 000 100 000 101 000 000 106 000 000 


(1) Le nombre d'obligations vivantes en début de période est égal à 200 000 aux deux premières échéances. 


Aux échéances N+3 et N+4, il ne reste plus que 100 000 obligations restant à amortir puisque 100 000 sont 
amorties à l'échéance N+2. 


(2) L'intérêt est égal au produit du nombre d'obligations restant à amortir par le montant du coupon : 
le = des x (x Î) 

L'intérêt est donc égal à /; = /, = 200 000 x 50 = 10 000 000 € les deux premières échéances. Il est égal à 
13 = l4 = 100 000 x 50 = 5 000 000 € les deux échéances suivantes. 


L'amortissement est égal au nombre d'obligations amorties, multiplié par le montant du remboursement 
d'une obligation. 


Les amortissements des échéances N+1 et N+3 sont donc nuls. 
À, = A3 = 100000 x 1010 = 101000 000 € 


(4) L'annuité est égale à la somme de l'amortissement et de l'intérêt. 


4 | Le taux effectif à l'émission d'un emprunt obligataire 


Par le choix des caractéristiques de l'emprunt (prix d'émission, taux nominal, prix de remboursement 
et modalités de remboursement), l'émetteur cherche à se rapprocher le plus possible des taux du 
marché des capitaux, tout en proposant un produit qui soit attractif. 
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On distingue, selon le point de vue duquel on se place, différents taux de rendement : 

e Taux actuariel brut ou taux de rendement : c'est le taux réel de l'emprunt, pour l'ensemble des 
souscripteurs. C'est un taux moyen. 

On obtient ce taux en écrivant l'équivalence entre : 
— les sommes réellement versées par les souscripteurs : N x E, 
— la valeur actuelle des sommes à recevoir par eux, évaluées au taux actuariel t,, x cherché ; 

e Taux de placement : c'est le taux réel de l'emprunt, pour un souscripteur particulier. 


On écrit l'équivalence entre : 
— la somme versée par le souscripteur : E, 
— les sommes reçues par lui, actualisées au taux t ; 
e Taux de revient : c'est le taux réel de l'emprunt pour l'emprunteur. On tient compte des frais 


d'émission de l'emprunt et des frais de gestion. 


On écrit l'équivalence entre : 
— la somme reçue par l'emprunteur, compte tenu des frais : NE — frais, 
— les sommes à verser par lui, évaluées au taux t.. 


Exemple 1. Reprenons l'emprunt du premier exemple : 200 000 obligations, émises au prix de 990 €, rem- 
boursables in fine au prix de 1 010 €, pour lequel le tableau d'amortissement est le suivant : 


É Nombre 7e Nombre 
Le d'obligations Intérêt FREE : ne 
Période : É d'obligations | Amortissement Annuité 
vivantes en début è 
ee amorties 
de période 
N+1 200 000 10 000 000 (0) 0 10 000 000 
N+2 200 000 10 000 000 0 (0) 10 000 000 
N+3 200 000 10 000 000 0 (0) 10 000 000 
N+4 200 000 10 000 000 200 000 202 000 000 212 000 000 


1. Calculer le taux actuariel brut. 
2. Calculer le taux de placement d’un obligataire. 


3. L'emprunteur à dû faire face à des frais de lancement s'élevant à 2 % du montant nominal de l'emprunt 
et des frais de gestion, lors de chaque échéance, évaluées à 1 % du montant de l’annuiïté. 


CHAPITRE 6 — Les emprunts obligataires 


Calculer le taux de revient. 


1. Le taux actuariel t.,.. brut est le taux pour lequel il y a équivalence entre : 


— les sommes réellement reçues par les emprunteurs : N obligations achetées au prix E = 990 €; 


— les sommes à recevoir par eux : les quatre annuités. 
Les capitaux sont actualisés au taux actuariel brut. 


Ce taux est donc la solution de l'équation : 

200 000 x 990 

= 10 000 000 (1 + ts prur )°! + 10 000 000 (1+ tac brur =? + 10 000 000 (1 + ter prut ) 2 
+ (10 000 000 + 202 000 000) (1 + tar prut )"4 


On obtient : 
Eu IE % 


On peut également écrire cette équation de la façon suivante : 


= -4 
200 000 x 990 = 10 000 000 x L= (+ trou)” | 202 000 000 (1+ tou) * 


act.brut 


Notons que cette équation, quelle que soit la façon de l'écrire, ne peut pas se résoudre algébriquement, 
il faut soit la résoudre de façon numérique (on donne des valeurs à t,4+pru jusqu'à obtenir la valeur solu- 


tion), soit utiliser le menu financier ou le solveur d'une calculatrice ou d'un tableur. 


2. Taux de placement d'un obligataire 


Tous les obligataires étant remboursés au dernier tirage, le taux de placement est le même pour chacun 


d'entre eux, et est donc égal au taux actuariel. 
Vérifions. 
Le diagramme des flux pour un obligataire est le suivant : 


4 ans 


3 ans 
2 ans 


GE=50 Ci=50 Ci=50 G+R= 50 +1 010 


0 1 2 3 4 5 
H=1990 


0 : Date d'équivalence 


Î Î T > ans 


1e 
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Écrivons maintenant l'équivalence à la date O, date de l'achat, entre : 
— le montant de l'achat : E = 990 €; 


— les capitaux reçus, c'est-à-dire les quatre coupons d'intérêt de 50 € et le remboursement R = 1 010 € de 
l'obligation, date 4. 


Tous les capitaux sont actualisés au taux t, cherché. 
Soit à résoudre l'équation d'inconnue t, : 


990:=50(1+t,N1+50(#t,)2+50(1+ to) +(50 +1 010)(1 +t,) 4 


t, =5,5156 % 


On retrouve bien sûr la même valeur que celle du taux actuariel brut, l'équation est la même que celle écrite 
précédemment, tous les capitaux étant divisés par 20 000, le nombre total d'obligations émises. Tous les 
obligataires étant remboursés de la même façon et en même temps (à la fin de l'emprunt), le taux actuariel 
est égal au taux de placement de chacun. 


On peut également écrire cette équation de la façon suivante : 


1-(1+t,)74 
990=50x 17 aout, )4 


to 
3. Calcul du taux de revient pour l'emprunteur. 


Les frais liés à l'émission de l'emprunt conduisent à un taux de revient de cette opération plus élevé que le 
taux actuariel brut. 


Soit t., le taux de revient, ce taux est le taux pour lequel on a équivalence entre : 


e les sommes réellement reçues par l'emprunteur, à savoir les sommes payées par les acheteurs, diminuées 
des frais d'émission (2 % du montant nominal) ; 


e les sommes versées par lui, à savoir ici les quatre annuités, majorées de 1 %. 
Tous les capitaux sont actualisés au taux t., cherché. 


Il est donc solution de l'équation : 
200 000 x 990 x 0,98 


= 10 000 000 x 1,01 x (1+ t,,)7! + 10 000 000 x 1,01 x (1+ ty )"2 
+ 10 000 000 x 1,01x (1+t,,) * + (10 000 000 + 202 000 000) x 1,01x (1+t,,,)74 


On obtient : 
trev = 6,3743 % 
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On peut cette fois encore écrire cette équation de la façon suivante : 


200 000 x 990 x 0,98 = 10 000 000 x 1,01 x 


Exemple 2. Reprenons l'emprunt du deuxième exemple : 200 000 obligations, émises au prix de E = 990 €, 


1- (tte) 


rev 


remboursables en deux tranches égales aux échéances N+2 et N+3, au prix de 1 010€. 
Le tableau d'amortissement est le suivant : 


+ 202 000 000 x 1,01 x (1+ tu, 4 


Nombre d'obligations Nombre 
Période vivantes en début Intérêt d'obligations | Amortissement Annuité 
de période amorties 
N+1 200 000 10 000 000 _ _ 10 000 000 
N+2 200 000 10 000 000 100 000 101 000 000 111 000 000 
N+3 100 000 5 000 000 _ _ 5 000 000 
N+4 100 000 5 000 000 100 000 101 000 000 106 000 000 


1. Calculer le taux actuariel brut 


2. Calculer le taux de placement d’un obligataire remboursé au tirage de l'année N+2, puis celle d’un obli- 


gataire remboursé au tirage de l’année N+4. 


3. L'emprunteur à dû faire face à des frais de lancement s'élevant à 2 % du montant nominal de l'emprunt 
et des frais de gestion, lors de chaque échéance, évaluées à 1 % du montant de l'annuité. Calculer le 


taux de revient. 


1. Le taux actuariel t,4,.+ brut est le taux pour lequel il y a équivalence entre : 


e les sommes réellement reçues par les emprunteurs : N obligations achetées E = 990 €; 
e les sommes à recevoir par eux : les quatre annuités. 


Les capitaux sont actualisés au taux actuariel brut. 


Ce taux est donc la solution de l'équation : 


200 000 x 990 


= 10 000 000 (1+ tacrprur ) ? + 111000 000 (1 + face brut Ÿ 2? + 5 000 000 (1 + ter brut Ÿ ? 


(5 
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+ (106 000 000) (1 + toc prut 4 

Cactbrut = 26934 % 

Cette équation ne peut pas se résoudre algébriquement cette fois encore, il faut soit la résoudre de façon 
numérique (on donne des valeurs à t,,,,, jusqu'à obtenir la valeur solution) soit utiliser le menu financier 
ou le solveur d’une calculatrice ou d’un tableur. 

4. Taux de placement d'un obligataire 


Cette fois, tous les obligataires ne sont pas remboursés à la même échéance, le taux de placement ne sera 
donc pas le même selon que l’obligataire sera remboursé de son prêt à l'échéance N+2 ou à l'échéance 
N+4. 


Le diagramme des flux pour un obligataire remboursé à l'échéance N+4 est le suivant : 


4 ans 
rs 3 ans 
1 an 
Ci=50 Cie 50 Ci=60 Ci +R = 50 + 1 010 
0 1 À 3 4 5 


E = 990 
0 : Date d'équivalence 


Ce taux de placement est la solution de l'équation d'équivalence à la date O0, date de l'achat, entre le 
montant de l'achat (E = 990 €) et les capitaux reçus, c'est-à-dire les quatre coupons d'intérêt de 50 € et le 
remboursement R = 1 010 € de l'obligation, date 4, tous les capitaux étant actualisés au taux t,,,, cherché. 


Soit à résoudre l'équation d'inconnue t,,4 : 


990 = 50(1+ toysa) ! + 50(1+ toysa) 2 + 50(1+ tous)? + (50 + 1 010) (1+ tousa) * 


Pen 
pN+4 


S tovsa = 5,5156 % 


& 990= 50 x TOO (LE 
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Soit t,n+2, le taux de placement d'un obligataire remboursé à là deuxième échéance. Pour cet obligataire, 
le diagramme des flux est le suivant : 


2 ans 


Gi= 50 Ci +R = 50 + 1 010 
: > ans 


0 2 


1990 


0 : Date d'équivalence 


Ce taux de placement est la solution de l'équation d'équivalence à la date 0, date de l'achat, entre le 
montant de l'achat (E = 990 €) et les capitaux reçus, c'est-à-dire les deux coupons d'intérêt de 50 € et le 
remboursement R = 1 010 € de l'obligation, date 2, tous les capitaux étant actualisés au taux t,1,2 cherché. 


Soit à résoudre l'équation d'inconnue t,y, : 

990 = 50 (1+ tyy+2) ! + (50 + 1 010) (1+ tyys2) 2 

IAUEATEN 208 
pN+2 

æ tn:2-0,0310.% 


& 990 =50 x +1010 (1+t,n42) ? 


3. Calcul du taux de revient pour l'emprunteur 


Les frais liés à l'émission de l'emprunt conduisent à un taux de revient de cette opération encore plus élevé 
que le taux actuariel brut. 


Soit t., le taux de revient, ce taux est le taux pour lequel on a équivalence entre : 


— les sommes réellement reçues par l'emprunteur, à savoir les sommes payées par les acheteurs, diminuées 
des frais d'émission (2 % du montant nominal) ; 


— les sommes versées par lui, à savoir ici les quatre annuités, majorées de 1 %. 
P : q , Ma] 
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Le marché des obligations 


Une obligation est une valeur mobilière de placement, c'est-à-dire un titre négociable de placement 
représentant une fraction d'une dette sur l'émetteur, et donnant droit, selon les closes d'émission, au 
paiement d'intérêts et au remboursement de capital. 

On distingue le marché primaire, sur lequel sont émis les nouveaux emprunts obligataires, et le marché 
secondaire, sur lequel les obligations vont pouvoir s'échanger. 

La valeur de marché ou valeur boursière d'une obligation fluctue au gré de l'offre et de la demande et 
diffère donc de la valeur nominale, de la valeur d'émission ou de celle de remboursement de l'obligation. 


1 Valeur boursière d'une obligation à la date p 


La valeur boursière d'une obligation à une date p est égale à la valeur de tous les revenus futurs 
apportés par l'obligation actualisés au taux d'intérêt à long terme t.,, en vigueur sur le marché 
à cette date p. 

Remarque : on peut avoir des décalages résultant de l'application de la loi de l'offre et de la demande 
entre le cours théorique et le cours réellement observé d'une obligation. 

Une variation des taux sur le marché obligataire entraîne donc une variation sur le prix de marché des titres : 
e sile taux du marché augmente, la valeur de l'obligation diminue ; 

e sile taux du marché diminue, la valeur de l'obligation augmente. 

La date de détachement du coupon est la date à laquelle l'intérêt de l'obligation est versé à chaque 
détenteur d'une obligation. 

Insistons bien sur le fait que celui qui détient l'obligation à cette date reçoit un coupon dans sa 
totalité, ce, même s'il n'a pas possédé l'obligation sur la période toute entière. 
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Exemple 1. On considère une obligation d'un montant nominal de 1 000 €. 

Date d'émission : 15 janvier N 

Taux nominal d'intérêt : 5 % 

Montant de l'emprunt : 140 millions d'euros 

Remboursement au pair, in fine 

Intérêt payable le 15 janvier de chaque année, pour la première fois, en janvier N+1 
Durée : 20 ans 


Déterminer le cours de bourse de l'obligation, immédiatement après détachement du coupon du 15 janvier N+4, 
a) si le taux i du marché obligataire s'élève à 8 %, 

b) si le taux i du marché obligataire s'élève à 5 %, 

c) si le taux i du marché obligataire s'élève à 2 %. 

Le montant nominal d'une obligation est égal à 1 000 €, le taux nominal j est égal à 5 %, le coupon annuel 
d'intérêt est donc égal à € x j = 1 000 x 5 % = 50 €. 

Le remboursement de l'obligation se fait au pair (il y a parité entre le nominal de l'obligation et sa valeur de 
remboursement). R = C = 1 000 €. 

Au 15 janvier N+4, immédiatement après le versement du coupon, les flux de capitaux attendus par le 
détenteur de l'obligation sont donc la suite des 20 — 4 = 16 coupons annuels d'intérêts, le premier dans 
un an, et le remboursement de l'obligation, à la date N+20 de fin d'emprunt. 

On a le diagramme des flux suivant : 


. . ee ee ee 


CG GC G; G+cC 

# À #e- À #e- sk oi #e- pie À #e- oi #e- he oi #e- ans 
NAN EN N+20 
c 


N+4 


N+4 : Date d'équivalence 


Le cours de bourse du titre à la date N + 4 est la valeur actualisée, au taux t,, du marché à cette date de 
cette suite de capitaux : 


CBN.2 5014, 5 0(Ert, 50) (5011000) (tale 
es —16 
CB. = 50% (=) +1000 (1+ t,,)'5 


m 
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a) Si le taux t,, du marché est égal à 8 %. 

Sit, = 0,08, on a CBy,4 = 734,46€. 

L'obligation cote moins cher que sa valeur nominale. En effet, le marché propose des placements à 8 %, 
l'obligation qui ne rapporte que 5 % n'est intéressante que si son prix d'achat est moins élevé que sa valeur 
théorique, sur laquelle est calculée l'intérêt. 

b) Si le taux t,, du marché est égal à 5 %. 

Sit, = 0,05, on a CBy,4 = 1 000 € 

L'obligation cote sa valeur nominale. En effet, le marché propose des placements à 5 %, qui est le taux 
nominal de l'obligation. Il n'y a donc aucune raison, ni de baisser, ni d'élever son prix de vente. 

©) Sile taux t,, du marché est égal à 2 %. 

Sit, = 0,02, on a CBy,4 = 1 407,33€ 


L'obligation cote beaucoup plus que sa valeur nominale. En effet, le marché propose des placements 
à 2 %, qui est un taux beaucoup moins attractif que le taux nominal de l'obligation. Elle voit donc son 
cours augmenter, de façon à ne pas pénaliser le vendeur. 


On voit dans cet exemple une très bonne illustration de la loi de l'offre et de la demande (ou loi du marché) : 
si l'obligation est très demandée parce que son taux est plus élevé que celui du marché, le vendeur peut en 
obtenir un prix plus élevé, et au contraire, si l'obligation n'est que peu demandée parce que proposant un 
taux moins rémunérateur que celui du marché, personne n'en veut, et sa valeur baisse. 


Exemple 2. On considère une obligation d'un montant nominal de 1 000 €. 
e Date d'émission : 14 août N 

e Taux nominal d'intérêt : 5 % 

° Remboursement au pair, in fine 

e Intérêt payable le 14 août de chaque année, pour la première fois, en août N+1 

e Durée : 10 ans 

1. Déterminer le cours de bourse de l'obligation, immédiatement après détachement du coupon du 14 août 
N+4 si le taux du marché obligataire s'élève à 5 %. 


2. Déterminer le cours de bourse de l'obligation le 11 novembre N+4, si le taux du marché s'élève à 5 %. 
3. Déterminer le cours de bourse de l'obligation le 15 août N+4, si le taux du marché s'élève à 5 %. 
4. Déterminer le cours de bourse de l'obligation le 13 août N+4, si le taux du marché s'élève à 5 %. 


Notons que le taux du marché est égal au taux nominal. À la date de détachement d'un coupon d'intérêt, 
l'obligation cote donc sa valeur nominale. 


Le cours de l'obligation varie ici du fait de la durée qui s'écoule entre la date de détachement du coupon et 
la date de l'évaluation du coût. 


122 


L'ESSENTIEL DES MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES 


Rappelons que l'obligation n'est pas fractionnable et que le détenteur de l'obligation reçoit à la date de déta- 
chement du coupon la totalité d'un intérêt annuel, ce même s’il n’a pas conservé l'obligation sur la totalité de 
la période. 

C'est le cours de bourse qui va permettre de rétablir l'équité du partage de cet intérêt entre les deux prêteurs, 
celui qui a détenu l'obligation depuis la date de détachement du coupon précédent jusqu'à la date de la 
ransaction et celui qui détient l'obligation depuis la date de la transaction jusqu'à la date de détachement 
du coupon de la période qu'il va toucher dans son intégralité. 


On a le diagramme des flux suivant : 


Ci Ci CN G+cC 
+ + + + + + + > ans 
O | 
14/08/N+4  14/08/N+5 IAOS/NE 14/08/N+10 


1. Immédiatement après détachement du coupon du 14 août N+4, l'équation d'équivalence s'écrit : 
CB août N+4 


2 —6 
En (=) + 1000 (1+ t,,)-5 


m 
= —6 
2. | ULARE Re 
0,05 
= 1000 € 


Ce qui est logique puisque le taux du marché égale au taux nominal, la valeur de marché de l'obligation est 
donc la valeur nominale. 


2. Le 11 novembre N+4, le diagramme des flux est le suivant : 


+ i + + + + + + ans 


O : | 
14/08/N+4 : 14/08/N+5 TAOS/NEGM 14/08/N+10 


89 jours 


11/11/N+4 
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Le cours de bourse de l'obligation au 11/11/N+4 peut s'écrire comme la somme de chaque coupon actualisé 
au 11 novembre et du remboursement de l'obligation, actualisée également à cette date. 


Il est néanmoins beaucoup plus simple de d'abord écrire cette somme à la date anniversaire d'un coupon, 
ici au 14 août N+4 de façon à pouvoir utiliser la formule d'une suite d'annuités constantes, pour ensuite 
« déplacer l'équivalence » à la date du 11 novembre. 

89 jours séparent la date du 14 août N+4 et du 11 novembre N+4. 

Une fois déterminé le capital au 14 août N+4, il faut le capitaliser, le « vieillir » de 89 jours, et donc le multi- 
plier par (1+ t,, )#2/365 pour l'évaluer au 11 novembre N+4. 


= 89/365 
CB novembre N+4 = CBi4 août +4 X (+ tm) 


1EmEnIn 6 89/365 
ro Re te ee) 
m 
à 6 
Che en Ê < [see | +1000 (1+ 005) x (14 0,05)82/365 


CBi1 novembre N+ 4 = 1000 x (1+ 0,05)89/385 = 1011,97 € 


Le fait, pour l'acheteur, de recevoir un coupon entier le 14 août N+5 alors que durant 89 jours, ce n'est pas 
lui qui possédait l'obligation conduit à une valeur de l'obligation et donc un prix d'achat plus élevé, de façon 
à « rembourser » la part de coupon qui ne lui appartenait pas au vendeur. 

On a choisi ici une année N+4 de 365 jours. Dans le cas où le mois de février de l'année N+5 (le mois de 
février compris entre le 14 août N+4 et le 14 août N+5 contiendrait 29 jours, et donc que l'année N+5 serait 


une année bissextile, il faudrait alors multiplier le cours de bourse par (1+ t,, }Vombre de jours/366, C'est-à-dire 
compter 366 jours comme base de référence. 


3. Cours de bourse de l'obligation le 15 août N+4, si le taux du marché s'élève à 5 %. 


Cette fois encore, il s'agit d'évaluer le cours de bourse de l'obligation à une autre date que la date anniver- 
saire du coupon. 

Du 14 août N+4 au 15 août N+4, il s'écoule 1 jour, il faut donc capitaliser le cours de l'obligation au 14 août 
N+4 pendant un jour pour obtenir le cours au 15 août N+4. 


= 1/365 
CBi5 août +4 = Cha aoûtn+4 X (1+ Un) 


: 6 
GHETE so x (ur) 41000 (1+t, rx (1+ t, 0365 
m 
“ 26 
CR — so x ES +1000 (1+ vs<| x (1+ 0,05)/365 


CBis août v+4 = 1000 x (1+ 0,05)/365 = 1 000,13 € 
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L'acheteur ne verse que 13 centimes pour « rembourser » la part de coupon correspondant à un jour 
d'intérêt au vendeur. 


4. Du 13 août N+4 au 14 août N+4, il s'écoule un jour, mais cette fois, l'acheteur de l'obligation reçoit le 
14 août N+4 un coupon entier correspondant au prêt de 1 000 € pendant 365 jours alors qu'il n'a réelle- 
ment prêté ce capital que pendant 1 jour. Le vendeur, qui a « prêté « le capital les 364 premiers jours reçoit 
le « remboursement » de la part de coupon qui lui appartient grâce à un prix de vente plus élevé. 


= 364/365 
CB;3 août N+4 — CB;a août N+3 * (1 3e ) 


. 27 
Cannes = 50 x EE +1000 (1+t» ” se (rt, PER 


m 


=7 
nn Ê (EE 
CB,3 août na = 1000 x (1+ 0,05)264/365 = 1 049,86 € 
Le montant nominal de l'obligation est donc augmenté de pratiquement la valeur d’un coupon. 
Notons que cette fois, l'acheteur reçoit 7 coupons d'intérêt 


| +1000 (1+ as” x (1+ 0,05)264/365 


2 La cotation des obligations. Cours pied de coupon et 
coupon couru 

Pour l'achat d'une obligation en bourse, la date de valeur de la transaction est égale à la date de 

la négociation, plus 3 jours ouvrés. 

Attention : on ne tient pas compte de ces trois jours dans le cadre de ce cours, aussi bien pour 

les exemples que pour les exercices de fin de chapitre. 

La ligne de cotation sur le marché secondaire de l'obligation contient les deux informations suivantes : 

le cours pied de coupon et le coupon couru. L'acheteur achète l'obligation au cours plein coupon. 


M Cours plein coupon 


Le cours de bourse de l'obligation est appelé cours plein coupon. C'est le prix de l'achat de l'obligation. 


L'achat et la vente des obligations peuvent être conclus à une date quelconque, entre deux déta- 
chements de coupons. Or, comme nous l'avons vu précédemment, le coupon est payé à terme, au 
porteur de l'obligation qui, alors qu'il ne détient l'obligation que depuis moins d’un an, se verra 
verser Un Coupon représentant une année entière d'intérêt. 


CHAPITRE / — Le marché des obligations 125 


Le cours plein coupon est ainsi égal à la somme du prix de l'obligation hors intérêt et du coupon couru. 
Le cours plein coupon de l'obligation est égal à la somme du cours pied de coupon et du coupon couru : 


Cours plein coupon = cours de bourse de l'obligation 
Cours plein coupon = cours pied de coupon + coupon couru 


M Cours pied de coupon 

Les obligations sont cotées en bourse en pourcentage de leur valeur nominale, avec trois chiffres 
après la virgule, au pied du coupon, c'est-à-dire le coupon couru non compris. 

Le cours pied de coupon représente la valeur de marché du capital, hors intérêts. 

Ce cours pied de coupon se calcule donc à partir du cours plein coupon et du coupon couru : 


Cours pied de coupon = Cours plein coupon — coupon couru 


H Coupon couru 


Le coupon couru est égal au montant de l'intérêt couru depuis le détachement du dernier coupon 
jusqu'à la date de cotation. 


Il est exprimé en pourcentage de la valeur nominale, avec 3 chiffres après la virgule, et varie chaque 
jour d'un 365° du coupon annuel (l'année est comptée pour son nombre exact de jours, 365 ou 366 
pour les années bissextiles). 


n 


Coupon couru = coupon x | 
nombre de jours entre deux coupons 


Où n : durée qui sépare la date du dernier détachement du coupon de la date de la transaction 


Exemple 1. On reprend l'exemple qui précède. 


Obligations d’un montant nominal de 1 000 €, remboursable in fine. Le taux nominal égale 5 %. Le coupon 
annuel est égal à 50 €, il est versé chaque année, le 14 août. 


La date de maturité (date de fin) de l'emprunt est N+10. 
On suppose que la courbe des taux reste plate c'est-à-dire que le taux reste constant et égal à 5 %. 
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Déterminer le cours plein coupon, le cours pied de coupon et le coupon couru aux dates suivantes. 

1. le 14 août N+4, 

2. le 11 novembre N+4, 

3. le 15 août N+4, 

4. le 13 août N+4. 

Le cours de bourse de l'obligation à chacune de ces dates a déjà été calculé dans le paragraphe précédent. 
1. Au 14 août N+4 

Le cours de bourse de l'obligation est égal à : 


1-(1+0,05)-6 


| + 1 000 (1 + 0,05) 6 = 1 000 € 
0,05 


CB; 4 août N+4 = 50 X | 


C'est le cours plein coupon. 


La date de négociation est égale à la date de détachement du coupon, il n'y a donc aucun intérêt couru 
depuis le détachement du coupon. 


Cours pied de coupon = cours plein coupon — coupon couru = 1 000 € 
e Le cours plein coupon est égal à 1 000 €. 

e Le coupon couru est égal à 0 €. 

e Le cours pied de coupon est égal à 1 000 €. 


2. Au 11 novembre N+4 
Le cours de bourse de l'obligation est égal à 


1-(1+0,05)"$ 


GE | + 1 000 (1 + 5) « x (1+ 0,05)52/365 = 1 011,97 € 


CB;1 novembre N+4 = 0 # | 


C'est le cours plein coupon. 


La date de négociation a lieu 89 jours après la date de détachement d'un coupon, le coupon couru est donc 
égal à : 


Coupon couru = 50 x 


89 
= 12,19€ 
5 


Cours pied de coupon = cours plein coupon — coupon couru. 
Cours pied de coupon = 1 011,97 — 12,19 = 999,78 € 


e Le cours plein coupon est égal à 1 011,97 €. 
e Le coupon couru est égal à 12,19 €. 
e Le cours pied de coupon est égal à 999,78 €. 
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Soit, en pourcentage du nominal : 

e Le cours plein coupon est égal à 101,197 %. 
e Le coupon couru est égal à 1,219 %. 

e Le cours pied de coupon est égal à 99,978 %. 
3. Au 15 août N+4 

Le cours de bourse de l'obligation est égal à : 


1-(1+ 0,05)" 


CB = 0» | Pre ]- 1 000 (1+ 205) « x (1+0,05)1/355 = 1 000,13 € 


Soit encore 100,013 % 
C'est le cours plein coupon. 
La date de négociation a lieu 1 jour après la date de détachement d'un coupon, le coupon couru est donc égal à : 


il =0,14€ 
5 


Coupon couru = 50 x 


Cours pied de coupon = cours plein coupon — coupon couru = 1 000,13 — 0,14 = 999,99 € 
e Le cours plein coupon est égal à 1 000,13 €. 

e Le coupon couru est égal à 0,14 €. 

e Le cours pied de coupon est égal à 999,99 €. 


Soit, en pourcentage du nominal : 

e Le cours plein coupon est égal à 100,013 %. 
e Le coupon couru est égal à 0,014 %. 

e Le cours pied de coupon est égal à 99,999 %. 
4. Au 13 août N+4 

Le cours de bourse de l'obligation est égal à : 


1-(1 +0,05)? 


1 000 (1 +0,05)-7| x (1 + 0,05) 354/365 
0,05 


CB:3 août N+4 = box 


= 1049,8597 € 


C'est le cours plein coupon. 


La date de négociation a lieu 364 jour après la date de détachement d'un coupon, le coupon couru est 
donc égal à : 


364 


Coupon couru = 50 x = = 49,8630 € 
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Cours pied de coupon = cours plein coupon — coupon couru 
Cours pied de coupon = 1 049,8597 — 49,8630 = 999,9967 € 


Il faut cette fois être beaucoup plus précis pour faire la différence entre les deux cours, pied de coupon et 
plein coupon. 


Exemple 2. Déterminer le cours de bourse d’une obligation au 17 février N, sachant que cette obligation 
remboursable à 101 % du pair, in fine, doit encore distribuer 10 coupons le 30 juillet de chaque année. 


Le montant nominal de l'obligation s'élève à 500 € et le taux facial est de 3 %. 


La négociation s'effectue sur la base du taux de rentabilité des emprunts d’État in fine de durée égale 
à 10 ans. Ce taux, appelé TEC10 est égal à 5 %. 


On note que l’année N est une année bissextile. 
Déterminer son cours plein coupon, le montant du coupon couru et le cours pied de coupon. 
Le diagramme des flux est le suivant : 


= î + + + + + > ans 
30/07/N-1 30/07/N SO/OZ/NE AN AE ee 30/07/N+9 


202 jours 


17/02/N 


Le coupon est égal à € x ji = 500 x 0,03 = 15 €. 

La valeur de remboursement R est égale à 101 % du nominal, soit : 500 x 101 % = 505 € 

Du 30 juillet N-1 au 17 février N, il s'écoule : (31 — 30) + 31 + 30 + 31 + 30 + 31 + 31 + 17 = 202 jours 
Le cours de bourse de l'obligation au 17 février N est égal à : 


202 


1 (+0,05). 10 
CB;7 février N — ls» fn] + 505 (1 Se c0s-"| x (1 (0 O5) 
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202 
CB; février N = [425,85] x (1 + 0,05)%66 


CB en STATE 

Le cours plein coupon est égal au cours de bourse : 437,47 € 
Le coupon couru est égal à : 15 x 202/366 = 8,28 € 

Le cours pied de coupon est égal à : 437,47 — 8,28 = 429,19 € 


Soit, en pourcentage du nominal : 

e Le cours plein coupon est égal à 87,495 %. 

e Le coupon couru est égal à 1,656 %. 

e Le cours pied de coupon est égal à 85,839 %. 


3 | Le risque de crédit ou risque de signature 


Les risques d'insolvabilité, de crédit ou de signature sont induits par l'éventualité que le débiteur ne 
puisse faire face à ses engagements. 


Ces risques portent sur les intérêts et sur le capital : si la qualité de la signature du débiteur se 
détériore, la créance connaît alors une baisse de valeur, ce, même si le débiteur n'est pas défaillant 
pendant la période. Ce risque de dépréciation se traduit par une majoration du taux d'intérêt £, 
à long terme en vigueur sur le marché (le taux du marché pour les emprunts obligataires sans 
risques et de même durée que l'emprunt considéré). 


On appelle spread ou écart de signature cette majoration, laquelle dépend du risque de signature 
dont l'obligation est entachée. 


Le taux « exigé » sur le marché est le taux qui détermine le prix de l'obligation sur le marché. 
On a: 


Taux de rendement actuariel = taux du marché sans risque + spread de signature 


Une augmentation du spread, suite à une baisse de la qualité de la signature du débiteur (mauvaises 
nouvelles sur sa situation financière ou sur le développement commercial) se traduit ainsi par une 
baisse de la valeur de marché du titre. 


Le spread est d'autant plus faible que le rating de l'émetteur est bon. Ce rating permet donc à 
l'investisseur d'apprécier la qualité de la signature. C'est une agence de notation indépendante 
de la société, mais rémunérée par elle qui élabore ce rating, tenant compte de l'analyse financière 
et comptable de la société, de l'évaluation des dirigeants, des perspectives commerciales, etc. 
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On a deux notations pour chaque société : l’une pour le court terme et l'autre pour le moyen terme. 


L'échelle des notations va de AAA (État où garantie État), puis AA, A, BBB... et jusqu'à C. Le spread 
est de plus en plus élevé. 


Spread faible spread élevé 


AAA AA A BBB BB B ECC CC G 


Exemple. Une obligation a pour valeur nominale 2 000 €, le taux facial est égal à 5 %. L'obligation est 
remboursable au pair, in fine. 

1. Déterminer le cours de bourse de cette obligation au 14 octobre N, sachant que cette obligation doit 
encore distribuer 10 coupons le 12 mai de chaque année. Le taux de rentabilité des emprunts d'état de 
durée 10 ans, TEC 10 est de 2,6 % maïs, du fait de son rating, la société emprunte à long terme, 0,4 % 
au-dessus du TEC. 

2. Déterminer son cours plein coupon, le montant du coupon couru et le cours pied de coupon. 

3. Déterminer la perte subie en capital si la qualité de la signature se dégrade et que le spread augmente 
de 0,2% 


1. Le diagramme des flux est le suivant : 


Gi (Gi (GR. G+R 
su su + + + + _ _ ans 
O É [ 
2/05/N : 12/05/N+1 TAOS NE 12/05/N+10 


155 jours 


14/10/N 


Le coupon est égal à C x i = 2 000 x 0,05 = 100€. 
La valeur de remboursement R est égale au nominal, soit 2 000 € puisque l'obligation est remboursée au pair. 
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Du 12 mai N au 14 octobre N, il s'écoule (31 — 12) + 30 + 31 + 31 + 30 + 14 = 155 jours. 

Le taux du marché est égal à 2,6 % mais la société emprunte à un taux plus élevé, du fait de son rating. 
Le taux de rentabilité, avec lequel le cours de bourse est évalué est égal à 2,6 % + 0,4 % = 3 %. 

Le cours de bourse de l'obligation au 14 octobre N est égal à : 


155 


di —10 13? 
LC | + 2 000 (1+ oasr| x (1+ 0,03)365 


0,03 


155: 
CBia octopren = L2 341,21] x (1+ 0,03)365 


CBia octobreN = oo x | 


CB;4 octobreN = 2STOMEÉE 


Ou, en pourcentage du nominal : 

e Le cours plein coupon est égal à 118,538 %. 

e Le coupon couru est égal à 2,123 %. 

e Le cours pied de coupon est égal à 116,416 %. 

2. Le cours plein coupon est égal au cours de bourse : 2 370,78 € 

Le coupon couru est égal à : 100 x 155/365 = 42.47 € 

Le cours pied de coupon est égal à : 12 370,78 — 42,47 = 2 328,31 € 


3. Si la qualité de la signature de l'emprunteur se dégrade, son spread va augmenter, le taux de rentabilité 


augmente et le cours du titre baisse. 
Le taux de rentabilité est maintenant égal à 3,2 %. 
Le cours de bourse de l'obligation est : 


155 


_ —10 Le 
RRQ) + 2 000 (1+ cez2r| x (1+ 0,032)365 


CB34 octobreN = rc À | 0,032 


155 
CBia octobre = [2 303,98] x (1+ 0,032)365 


CBira octobre = 2 335,01 € ou 116,750 % 
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4 La mesure du risque de taux. Sensibilité et duration 


On a déjà vu qu'une variation des taux sur le marché obligataire entraîne une variation sur la valeur 
le cours) de marché des titres : 

— si le taux du marché augmente, la valeur de l'obligation diminue ; 

— sile taux du marché diminue, la valeur de l'obligation augmente. 


On appelle risque de taux le risque d'une variation de la valeur de marché de l'obligation suite à une 
variation des taux. 

Un indicateur, la duration, a été élaboré pour apprécier l'impact d'une variation des taux d'intérêts 
sur le cours d’une obligation, c'est-à-dire sur la sensibilité d'un titre aux taux. 


HE Sensibilité d'un titre 


Définition : on appelle sensibilité d'un titre la variation du cours de bourse (exprimée en pourcen- 
tage) d'un titre, entraînée par une variation infinitésimale 6x du taux de rentabilité actuariel x. 


man ee —— — …_ ÔV | 
Une variation infinitésimale 6x des taux implique une variation relative Fa de la valeur du titre : 


ôV : variation infinitésimale de la valeur du titre pour la variation 6x du taux du marché ; 
V : valeur du titre avant la variation du taux du marché. 


m iv 
= S xx ou encore : Ve 
V ôx 


Conséquence de la définition : une obligation de sensibilité — 5 perd environ 5 % de sa valeur en 
cas d'une hausse de 1 % des taux. On peut en effet approcher la sensibilité par : 

AV 

2 


| Ax 
Où Ax : variation du taux de rentabilité établi par le marché. 
W : variation de la valeur du titre pour la variation Ax du marché. 
Notons que la sensibilité est un nombre négatif. 
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EH Caractéristiques dela sensibilité, détermination des différents facteurs 
influant sur la sensibilité d'un titre aux variations des taux du marché 
à partir d'exemples 

Différents facteurs expliquent la sensibilité des titres à revenus fixes aux variations du taux. 


a) Exemples sur l'influence de la durée sur la sensibilité 


Exemple 1. Considérons d'abord un titre « long », soit par exemple une rente perpétuelle, définie comme 
un droit illimité sur un coupon de 5 %, sans remboursement de capital. 


Si le taux prévalent sur le marché est égal à 5 %, la valeur actuelle de la rente est égale à 100 €: 


(eo 0s),t ee a à 
Visog = M 5 ————"— = 100 € : investir 100 € rapporte à vie 5 € par an, au taux annuel de 5 %. 
N— +00 
Si le taux du marché augmente de 1 %, la valeur de marché de la rente est alors égale à 
= ci 
Vo = se HECONe- 
N—+00 0,06 


Exemple 2. Considérons maintenant un titre court, qui échoit dans un an: 


100+5 
Fi + > ans 
1 2 


100 


Si le taux prévalent sur le marché est de 5 %, la valeur actuelle du titre est égale à : 
Vies9, = 105 (1+ 0,05)-! = 100 € 

Si le taux du marché augmente de 1 %, la valeur de marché de la rente est alors égale à 
Viz59 = 105 (1+ 0,06) | = 99,06 € 


133 


134 L'ESSENTIEL DES MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES 


Pour une même augmentation de 1 % des taux, la perte de valeur s'élève à : 


ee x 100 = 16,67 % pour le titre long : la sensibilité est égale à — 16,67 
e x 100 = 0,94 % pour le titre court : la sensibilité est égale à — 0,94. 


On constate qu'un titre long est beaucoup plus sensible aux variations des taux qu'un titre court. 


b) Exemples sur l'influence des dates et des nombres des différents flux 


Exemple 1. On considère un titre À zéro coupon, c'est-à-dire un flux unique de remboursement de 100 € 
dans 10 ans. 


Si le taux de rendement est de 5 %, la valeur actuelle à la date 0 s'élève à : 
Vo0s = 100 (1+ 0,05) 19 = 61,39 

Si Fan augmente de 1 %, sa valeur actuelle baisse : 

Vo = 100(1+ 0,06) 1° = 55,84 


Exemple 2. On considère un titre B de durée 10 ans qui distribue des coupons mensuels de 5 % et rembourse 
un nominal de 100 € dans 10 ans. 


Si le taux de rendement est de 5 %, la valeur actuelle à la date O s'élève à : 


= 10 
V-00s = 100 (1+ 0,05)-10 + SMS ete 

Ù 0,05 
Si le taux augmente de 1 %, sa valeur actuelle baisse : 

1- (1+0,06)-10 

V-006 = 100 (1+ 0,06) 10 + NE SES 92,64 € 

; 0,06 
Pour une même augmentation de 1 % des taux, la perte de valeur s'élève à : 
—— x 100 = 9,04 % pour le titre À, la sensibilité est égale à — 9,04 
100 — 92,64 


To x 100 = 7,36 % pour le titre B, la sensibilité est égale à — 7,36 
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On constate, sur ces exemples que le titre A, est plus sensible aux variations des taux que le titre B. La posi- 
tion moyenne des flux est plus rapprochée pour le titre B (nombreux coupons distribués) que pour le titre A 
(0 coupon). Le titre B est moins sensible que le titre A à une variation des flux. 


EH Duration 


Les conclusions établies sur les exemples précédents montrent que plusieurs facteurs influent sur la 
sensibilité d'un titre aux variations de taux : 

e la durée du titre ; 

e la durée de « vie moyenne » du titre, 

Si, par ailleurs, on prend en compte le fait que les flux peuvent être réinvestis au taux du marché, 
on peut alors considérer le concept de duration pour obtenir un indicateur de la sensibilité du titre. 
On appelle duration d'un titre la moyenne des flux, pondérés par la durée et actualisés au taux du 
marché. 

La duration D est fonction du coupon, du remboursement, du rendement et de la durée, elle rend 
compte aussi bien de la valeur que de la situation de tous les flux dans le temps, et synthétise donc 
toutes les caractéristiques d’une obligation. 


On a: 
DRE RE 
_ PRTAUE x)k 


D 


Où 

F, : flux de trésorerie (capital) de la date k 

V= Der + x): valeur actuelle du titre à la date O. 
La duration D s'écrit en fonction de la sensibilité S du titre : 


D 


a 


À taux constant, plus on se rapproche de la date de fin d'emprunt, plus la duration diminue, et 
moins l'obligation est sensible au risque de taux. 
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On peut aussi démontrer que la duration est l'élasticité de la valeur de l'obligation par rapport aux 
variations de 1 + x: 
iv 
= V 
D= ô(1+ x) 
(1+ x) 


ÉXERpIE On considère l'emprunt À obligataire dont les caractéristiques sont les suivantes : 
e Date de jouissance et de règlement : 14 août N 

Durée : 10 ans 

Taux nominal d'intérêt : 5 % 

Taux de rendement actuariel brut à l'émission : 6 % 

Obligations d'un montant nominal € = 1 000 € 

Valeur de remboursement : R = 101 % du nominal 

Coupon annuel payable le 14 août, pour la première fois le14 août N+1 

Amortissement : au-dessus du pair, in fine 


. Déterminer le prix d'émission du titre. 
. Calculer la duration de l'emprunt à l'émission. 
. En déduire la sensibilité d’une obligation. 
. a) Estimer le cours de l'obligation si immédiatement après l'émission, le taux augmente de 0,5 %. 
b) Calculer de façon exacte le cours de l'obligation immédiatement après l'émission, pour la même 
variation de taux. 
c) Comparer les résultats des questions a) et b). Refaire les calculs avec une augmentation de 0,1 % du taux. 
5. a) Calculer la valeur dans 6 mois des cours plein coupon, pied de coupon, duration et sensibilité si la 
courbe des taux reste plate (les taux restent constants et égaux à 6 %). 
b) Quelles auraient été les valeurs de la duration et de la sensibilité dans 3 ans, toujours en supposant 
que la courbe des taux reste plate. 
6. À la date d'émission de l'emprunt A, un investisseur hésite entre l'achat d'obligations de l'emprunt A étu- 
dié et celles d’un un autre emprunt B, pour lequel la duration égale à 4,3 et le taux actuariel égal à 6,5 %. 
Si l'investisseur préfère acheter les titres les moins exposés au risque de taux, quel emprunt doit-il choisir ? 


L'emprunt obligataire est remboursable in fine, toutes les obligations se comportent donc de la même 
façon, il est donc possible de raisonner pour une obligation plutôt que pour l'ensemble. 


RUN ee. ee 


1. Prix d'émission du titre 


Le taux actuariel est le taux pour lequel il y a équivalence entre les sommes réellement prêtées par les sous- 
cripteurs et les sommes à recevoir par eux, actualisées au taux actuariel. 
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Si on raisonne pour une obligation, et si on se place à la date O d'émission pour écrire l'équation d'équiva- 
lence, le capital réellement prêté par l'acheteur est le montant d'émission du titre : FE, les flux de capitaux 
attendus par les souscripteurs sont les 10 coupons d'intérêt Ci et le remboursement À de l'obligation. 


Le nominal € = 1 000 €, le taux nominal i = 0,05, 
Et donc : 

Ci =1000 x0,05 = 50 € 

R=101% x C =1000 x 101% = 1010 € 


Au taux actuariel x = 0,06, l'équation d'équivalence s'écrit : 


= |) 
EE — +1010(1+ x)='0 
X 
= —10 
E=50% (=) +1010(1 + 0,06)-10 
0,06 


HOSIPOSEES 


Le prix d'émission d'une obligation est au-dessous du pair et s'élève à 931,18 € si on veut que le taux actua- 
riel brut soit égal à 6 %, c'est-à-dire 1 % plus élevé que le taux nominal de l'emprunt. 


2. Duration de l'emprunt à l'émission 
Le diagramme des flux de capitaux, pour l'achat d’une obligation est le suivant : 


(el (el CL (el Ci C+R 
+ + + + + + + + + + + ans 


14/08/N AJO8/N+T TA/O8/N+2 14/08/N+10 


IE 


Date d'émission 
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La duration est la durée 


2. KFe (1+ x) 
De ikfe (14 x) 50 x 1x (14 x) -1+50x2x (14 x) -2 +...+(50 +1 010) x10x(1+ x) = 10 


| Sa CN 50(1+ x) 71 + 50(1+ x) 72 +... + (50 +1 010) 1+ x) = 10 
- Tri = 8,03 ans 
931,98 


3. Sensibilité du titre 
La sensibilité se déduit de la duration du titre à la date d'échéance : 


D=-S({1+x) 
ee ne. 
(1+ x) 1+0,06 


Une variation de 1 % du taux entraine une variation en sens contraire de la valeur du titre approximative- 
ment égale à 7,58 %. 


4. a) Estimation du cours de l'obligation, le jour d'émission, pour une augmentation du taux de 0,5 % 


La sensibilité permet d'estimer la variation ce du cours de l'obligation, suite à une variation Ax faible (infini- 


tésimale théoriquement) du taux du marché. 
AV 


Approximativement : S = VS ne = S x Ax, 
AX V 


La variation est positive, puisque le taux augmente : Ax = + 0,005 


On a donc: _. ==7,58 x 0,005 =—0,0379=—3791% 


Ainsi, une hausse du taux de 0,5 % entraîne une diminution de 3,79 % de la valeur de l'obligation (une baisse 
de 0,5 % du taux aurait entraîné une hausse de 3,79 % du cours de l'obligation). 


La valeur du titre est initialement égale à 931,98 €. Si elle perd 3,79 % de sa valeur, elle cotera approxima- 
tivement : 


931,98 (1 — 0,0379) = 896,66 €. 

b) Cours du titre du cours de l'obligation, le jour d'émission, pour une augmentation du taux de 0,5 %. 
Le taux actuariel à l'émission est donc égal à 6 % + 0,5 % = 6,5 % 

Le cours de l'obligation est égale à : 


50 (1+ 0,065)-! +50 (1+0,065) 2? +... +(50 + 1010) (1+0,065) 1 = 897,49 € 
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c) On constate que l'estimation du cours de l'obligation, obtenue à partir de la sensibilité est assez proche 
de la valeur exacte. 


Cette estimation sera d'autant plus précise que la variation du cours sera faible. Rappelons qu'en théorie, la 
relation est vraie pour une variation infinitésimale du taux. 

° À partir de la sensibilité. 

Pour une variation Ax = + 0,001, on peut estimer la variation du cours de l'obligation : 


= SN 5 SD 0000075 8-05 8800 


On peut estimer le cours après variation à 931,98 (1 — 0,00758) = 924,92 €. 

e Si on calcule la valeur exacte du cours de l'obligation. 

50 (1+ 0,061)! + 50 (1+0,061) 2 +... +(50+1010) (1+ 0,061) 0 = 924,95 €. 

On vérifie que l'approximation est bien meilleure pour une variation plus faible du taux du marché. 


5. a) Cours plein coupon, pied de coupon, duration et sensibilité date 0,5 
e Le cours plein coupon est égal au cours de bourse de l'obligation. 


Pour actualiser la suite des coupons, il est plus efficace de se placer à une date anniversaire de façon à pou- 
voir utiliser la formule d'une suite d'annuités constantes, puis de capitaliser sur 0,5 périodes : 


i=Ü:006)" 
os = [so x res +1010(1+ o0s)-v| x (1+ 0,06) +05 = 959,54 € 


e Le coupon couru est égal à : 
Coupon couru = 50 x 0,5 = 25 € 


e Le cours pied de coupon est égal à : 
Cours pied de coupon = cours plein coupon -— coupon couru 
= 959,54 — 25 = 934,54 € 


° La duration à la date 0,5 an, est égale à : 


DK 0,5) F(1 + x) 7 € +05 
Do,5 = , avec Un taux x = 6 % 


= F(1+ x) = +05 
De AE RENE 


Dan (UE 50) D (lee 39) OS 
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DER e DST UNE) SUR FE, (1+x) © 


DES Se 05e 78e 


ne (k—0,5)F, (1+x) K DATE) “k De Fe (140 © 


e La sensibilité est donc : 


S= — 2 = — me = 7/50 
(12) 1+ 0,06 
b) dans 3 ans : 


La duration est égale à : 
D; = D - 3=8,03-3=5,03 ans 


La sensibilité vaut : 


ED Le 5 =_a75 
(1+x)  1+0,06 


Plus on se rapproche de la date de fin d'emprunt, moins l'obligation est sensible au risque de taux. 


6. Choix de l'obligation la moins exposée au risque de taux 
Calculons la sensibilité des deux emprunts. 


Pour l'emprunt À : S, = — B = - EME) —7,58 (calculé en question 3) 
(1+ x) 1+0, 06. 
Pour l'emprunt B : Sg = — 2 = — = = —- 4,04 


(1+ x) 1+ 0,065 


Si l'investisseur veut acheter les titres les moins sensibles au risque de taux, il faut qu'il choisisse l'emprunt B : 
une augmentation des taux de 0,1 % se traduira par une baisse du cours de 0,758 % pour l'obligation A 
alors que cette baisse ne sera que de 0,404 % pour l'obligation B. 


H /mmunisation d'un placement 
Le taux de rendement d'une obligation à taux fixe, détenue jusqu'à l'échéance n'est pas certain, il dépend 
du taux de réinvestissement des coupons et donc de l'évolution des taux. 


On montre que la détention d'une obligation à taux fixe pendant sa duration assure en revanche 
un taux de rendement certain, et ce, quelle que soit l'évolution des taux d'intérêts. 
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La duration est l'intervalle de temps au bout duquel le rendement actuariel promis à l'origine est 
assuré au porteur, quel que soit l'évolution des taux du marché depuis la date d'émission, en effet, 
une hausse des taux provoque une baisse des cours, mais un meilleur réinvestissement des coupons, 
et une baisse des taux entraîne une augmentation des cours, mais un moins bon réinvestissement 
des coupons. La duration est la date pour lesquels ces deux effets s'annulent. 


5 | Références des taux obligataires 


Les principaux indices utilisés sur le marché pour refléter la valeur des taux du marché des obligations sont : 

e le TECn: Taux d'échéance constante à n ans. C'est le taux de rentabilité actuariel d'une obligation 
assimilable du Trésor. Le Comité de Normalisation Obligataire calcule divers TEC, correspondant 
à des durées de vie différentes n = 2, 5, 7, 10, 15 ou 20 ans des emprunts. Lorsque la maturité 
de l'obligation diffère de ces durées, on effectue une interpolation entre les deux TEC ; 

+ le TME : Taux moyen des emprunts d'État. C'est une moyenne mensuelle des taux de rentabilité 
actuariels des emprunts d'État, dont la durée de vie restant à courir est supérieure à 7 ans. Il est 
publié le 1° jour de chaque mois ; 

e le TMO : taux moyen obligataire. C'est une moyenne mensuelle des taux de rentabilité actuariels 
des émissions de sociétés du secteur public et assimilées. 
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des investissements. Pre 
Choix de financements 


Considérons une entreprise réalisant un investissement d’un montant |, permettant en retour des rentrées 
nettes de trésorerie R; au cours des années suivant l'investissement. 

Le problème est d'apprécier si l'investissement est, ou non rentable. 

L'étude de la rentabilité doit être faite compte tenu du taux d'intérêt courant à la date de l'investissement 
puisque, soit l’entreprise doit emprunter pour payer la dépense envisagée, elle supporte alors des intérêts, 
soit l'entreprise dispose de cet argent, et auquel cas, elle pourrait placer cet argent immobilisé dans 
l'investissement et toucher des intérêts. 


1 La rentabilité des investissements. 
Choix d'investissements 


On peut retenir plusieurs critères de comparaison, lesquels ne conduisent pas toujours, d'ailleurs, 
à la même décision. 


EH Critère de la valeur actuelle nette (VAN) ou valeur nette présente 
(VNP) d'un investissement 

a) Définition 

La valeur actuelle nette d'un investissement est la somme algébrique des valeurs actualisées au taux 


du marché des encaissements et des décaissements de trésorerie dus à cet investissement, exprimée 
à la date 0 de l'investissement initial. 
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b) Choix d'investissements 
L'investissement est rentable si la VAN est positive, non rentable si la VAN est négative. 


Si on doit choisir entre plusieurs investissements, on choisit celui pour lequel la valeur actuelle nette 
est la plus grande. 


Remarque : si on veut comparer aussi bien des investissements que des financements, il faut travailler 
sur une même durée. 
c) La détermination de la VAN. Marge Brute d'Autofinancement 
Soit À; la rentrée nette de trésorerie, appelée marge brute d'autofinancement (cash-flow) de la j°"° année. 
On a: 
MBA = Marge brute d'autofinancement 

= Résultat « après impôt » + Amortissement du matériel. 

= (Résultat « avant impôt ») (1-— @&) + Amortissement du matériel. 

Avec à : taux d'imposition 


On rappelle que l'impôt se calcule sur le résultat fiscal : résultat « avant impôt » 
Resultat fiscal 

= Recettes d'exploitation — Dépenses d'exploitation — Amortissement du matériel 
+ Recettes financières — Dépenses financières 

On a: 


Valeur actuelle nette = Somme des marges brutes d'autofinancement, actualisées date O 
— Somme des investissements, actualisés à la date O 


Le taux d'actualisation retenu étant celui du marché pour les emprunts de même durée que celle 
de l'investissement. 


Exemple. On veut comparer deux investissements dont la durée de vie est égale à 3 ans. 

On dispose des informations suivantes : 

Investissement À : 60 000 € date O 

Recettes prévisionnelles d'exploitation : 40 000 € date 1, 30 000 € date 2, et 20 000 € date 3 
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Investissement B : 75 000 € date O 
Recettes prévisionnelles d'exploitation : 36 000 € date 1, 36 000 € date 2, et 36 000 € date 3 
Le taux d'imposition de la société est de 34 %. Le bien est amortissable linéairement. 


Si le critère retenu est celui de la valeur actuelle nette, quel investissement doit-on choisir au taux d'actuali- 
sation de 5 % ? La réponse est-elle la même au taux de 4 % ? 


1. Calculons d'abord les marges brutes d'autofinancement aux dates 1, 2, et 3 pour chacun des investissements. 
On en déduit la valeur actuelle nette. 


Investissement A : 


1 2 3 Total 
Recettes prévisionnelles 40 000 30 000 20 000 90 000 
Dotations aux amortissements (1) 20 000 20 000 20 000 60 000 
Résultat fiscal (2) 20 000 10 000 (0) 
Impôts (34 %) (3) 6 800 3 400 (0) 
Marges brutes d'exploitation (4) 33 200 26 600 20 000 
La dotation aux amortissements est égale à — = 20 000 € 


Le résultat fiscal est égal à la recette à laquelle on retranche la dotation aux amortissements. 

Par exemple, à la date 2 : 30 000 —-20 000=10 000 € 

Le montant de l'impôt est égal au résultat fiscal, multiplié par le taux d'imposition. 

Par exemple à la date 2 : 10 000 x 34 % = 3 400 € 

La marge brute d'exploitation est égale à : résultat fiscal — impôt + dotation aux amortissements. 

Par exemple à la date 2 : 10 000 — 3 400 + 20 000 = 26 600 € 

La valeur actuelle nette est égale à la somme actualisée à la date O de tous les flux de trésorerie, c'est-à-dire 
les marges brutes d'autofinancement et l'investissement. 


VAN = — 60 000 + 33 200 (1+x)=1 +26 600 (1+x) 2 + 20 000 (1+x)73 
Si le taux d'actualisation est de 5%, x =0,05, VAN 5, = 13 022,78 € 
Si le taux d'actualisation est de 4 %, x = 0,04, VAN :9,= 14 296,20 € 


146 L'ESSENTIEL DES MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES 


Investissement B : 


1 2 3 Total 
Recettes prévisionnelles 36 000 36 000 36 000 108 000 
Dotations aux amortissements 25 000 25 000 25 000 75 000 
Résultat fiscal 11 000 11 000 11 000 
Impôts (34 %) 3 740 3 740 3 740 
Marges brutes d'exploitation 32 260 32 260 32 260 
La valeur actuelle nette est égale à la somme actualisée à la date O de tous les flux de trésorerie, c'est-à-dire 
les marges brutes d'autofinancement et l'investissement. 


VAN = -75 000 + 32 260 (1+ x) =! + 32 260 (1+ x) 2 + 32 260 (1+ x) =? 
Si le taux d'actualisation est de 5 %, x = 0,05, VAN 5e, = 12 85198 € 
Si le taux d'actualisation est de 4%, x = 0,04, VAN 49, = 14 524,44 € 


Ainsi, si le taux du marché est de 5 %, il faut choisir l'investissement A qui a une valeur actuelle nette plus 
élevée que l'investissement B. 


Si le taux du marché est de 4 %, il faut alors choisir l'investissement B. 


EH Critère du taux interne de rentabilité 
(TIR ou TRI ou IRR : Intern Rentability Rate) 
a) Définition 
Le taux interne de rentabilité (TIR) d'un investissement est le taux d'actualisation pour lequel la valeur 
actuelle nette est nulle. 


Pour ce taux, on n'a donc pas plus de raison d'accepter que de refuser l'investissement. Les dépenses 
et les recettes s'équilibrent. 


b) Choix d'investissements 


On accepte un investissement si son taux interne est supérieur au taux du marché puisque dans ce 
cas, investir rapporte davantage que de placer ses liquidités sur le marché. 


Si on doit choisir entre deux investissements, on choisit celui pour lequel le taux interne est le plus élevé. 
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c) Calcul du taux interne de rentabilité 
On résout l'équation VAN = 0 d'inconnue TIR. 
Cette équation ne peut être résolue algébriquement, il faut donc procéder soit numériquement, 


c'est-à-dire tester des valeurs pour TIR dans l'équation jusqu'à obtenir la valeur solution, soit utiliser 
le solveur ou le menu financier d'une calculatrice ou d'un tableur. 


Exemple. On reprend les deux investissements : 

Investissement À : 60 000 € date 0. Durée de vie 3 ans 

Recettes prévisionnelles d'exploitation : 40 000 € date 1, 30 000 € date 2, et 20 000 € date 3 
Investissement B : 75 000 € date 0. Durée de vie 3 ans 

Recettes prévisionnelles d'exploitation : 36 000 € date 1, 36 000 € date 2, et 36 000 € date 3 
Le taux d'imposition de la société est de 34 %. Le bien est amortissable linéairement. 


Calculer le taux interne de rentabilité de chaque investissement. Quel investissement doit-on choisir si on 
retient comme critère celui du taux interne de rentabilité ? 


1. On a calculé les marges brutes d'autofinancement aux dates 1, 2, et 3 de chacun des investissements et 
l'équation donnant la valeur actuelle nette ans l'exemple 1. 


Investissement A : 


1 2 3 
Marges brutes d'autofinancement 33 200 26 600 20 000 


L'équation de la valeur actuelle nette est la suivante : 


VAN,= — 60 000 + 33 200 (1+ x) =! + 26 600 (1+ x) -2 + 20 000 (1+ x) =? 


Le taux interne de rentabilité TIR est le taux x tel que la valeur actuelle nette est nulle. 
C'est donc la solution de l'équation : 


— 60 000 + 33 200 (1+ T/RA) =! + 26 600 (1+TIR4) = ? + 20 000 (1+ TIR) = ? = 0 
On obtient TIR, = 17,33 % à l'aide du menu financier d'une calculatrice. 


Investissement B : 


Marges brutes d'autofinancement 32 260 32 260 32 260 
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VANS= 7510002260) 0452260 (1x) 02522601 x) 

Le taux interne de rentabilité TIR est le taux x pour lequel la valeur actuelle nette est nulle. 
C'est donc la solution de l'équation : 

— 75 000 + 32 260 (1+ TRg) ! + 32 260 (1+ TIRg) = 2 + 32 260 (1+ TR3) © =0 


On obtient TIR, = 13,92 % à l'aide du menu financier d'une calculatrice. 


Si le critère retenu est celui du taux interne de rentabilité, il faut choisir l'investissement A qui a un taux 
interne de rentabilité plus élevé que l'investissement B. 


d) Remarques 


Attention au critère du taux interne de rentabilité dans le cas d'investissements mutuellement exclu- 
sifs, on peut en effet se trouver, selon le taux d'actualisation, dans le cas où le taux interne de 
rentabilité de l'investissement A est moins élevé que le taux de rentabilité de l'investissement B alors 
même que la valeur actuelle nette de A est supérieure à celle de B. 


L'utilisation du taux interne de rentabilité peut poser d'autres problèmes : il peut ne pas exister, ou 
être multiple. 


M L'indice de profitabilité 
Il s'agit de comparer les flux nets de trésorerie par rapport à l'investissement initial. 


_ Investissement + Valeur actuelle nette 
Investissement 


IP 


_ 14 VAN 
I 


Plus l'indice est important, plus le projet est intéressant. 


Exemple. On reprend les deux investissements de durée de vie 3 ans. 

Investissement À : 60 000 € date O 

Recettes prévisionnelles d'exploitation : 40 000 € date 1, 30 000 € date 2, et 20 000 € date 3 
Investissement B : 75 000 € date O 

Recettes prévisionnelles d'exploitation : 36 000 € date 1, 36 000 € date 2, et 36 000 € date 3 
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Le taux d'imposition de la société est de 34 %. Le bien est amortissable linéairement. 

À partir de l'indice de profitabilité, quel investissement doit-on choisir si le taux d'actualisation retenu est 
égal à 5 % ? La réponse est-elle la même à 4 % ? 

Les marges brutes d'autofinancement aux dates 1, 2, et 3 ont été calculées, ainsi que la valeur actuelle nette 
de chaque investissement dans l'exemple 1. 

Investissement A : 


1 2 3 
Marges brutes d'exploitation (4) 33 200 26 600 20 000 


VANA= — 60 000 + 33 200 (1+ x) = ! + 26 600 (1+ x) = 2 + 20 000 (1+ x) =? 
Si le taux d'actualisation est de 5 %, x = 0,05,VAN 5% = 13 022,78 € 
Si le taux d'actualisation est de 4 %, x = 0,04,VAN, % = 14 296,20 € 


Le taux de profitabilité 
60000 + 13 022,78 


Si le taux d'actualisation est de 5 Vo: 0, = 2=1,217 
60 000 
Si le taux d'actualisation est de 4 % : /Pa9,= OS RC = 238 
60 000 
Investissement B : 
1 2 3 
Marges brutes d'exploitation 32 260 32 260 32 260 


La valeur actuelle nette est égale à la somme actualisée à la date O de tous les flux de trésorerie, c'est-à-dire 
les marges brutes d'autofinancement et l'investissement. 


VAN&= —75 000 + 32 260 (1+ x) =! + 32 260 (1+ x) 2 + 32 260 (1+ x) = 3 
Si le taux d'actualisation est de 5 %, x = 0,05, VAN », = 12 851,98 € 
Si le taux d'actualisation est de 4 %, x = 0,04, VAN, , = 14 524,44 € 


Le taux de profitabilité 
si 


75 000 +12 851,98 


75 000 


e taux d'actualisation est de 4 % : /P4 4, = ae es = (110 


75 000 


e taux d'actualisation est de 5 % : /R9, = = {171 


si 
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On peut maintenant choisir l'investissement, si le critère de choix est celui de l'indice de profitabilité : 
Au taux de 5 %, l'emprunt A doit être privilégié : 1,217 >1,171 
Au taux de 4 %, la réponse est la même, il faut choisir l'emprunt A puisque 1,238 > 1,194. 


Notons que la réponse n'était pas la même si on avait retenu le critère de la valeur actuelle nette où on 
devait choisir l'emprunt A au taux de 5 % et l'emprunt B au taux de 4 %. 


M Le délai de récupération du capital investi 


C'est le délai nécessaire pour que le projet devienne rentable : c'est donc le temps n tel que la somme 
des flux nets actualisés deviennent positive. 


Plus le délai est bref, meilleur est l'investissement. 


[2] Choix de financements 


I n'est pas toujours possible d'évaluer les recettes générées par un investissement et le problème 
qui peut se poser n'est pas de savoir si on doit investir ou placer le capital investi sur le marché mais 
de choisir le financement le moins onéreux. 


Le choix du mode de financement se fait à partir de la comparaison de la dépense nette actualisée, 
là encore, au taux du marché. 


La dépense nette actualisée est égale à la valeur actualisée des flux de trésorerie liés à l'investisse- 
ment avec prise en compte des économies d'impôts 


Rappelons que toutes les charges entraînent une réduction d'impôt puisqu'elles minorent le résultat 

d'exploitation : 

— dans le cas d'un emprunt bancaire, les intérêts sont déductibles du résultat d'exploitation et 
entraîne une économie d'impôt, de la même façon, le fait d'avoir acheté le matériel autorise à 
l'amortir, et conduit également à une économie d'impôt ; 

— dans le cas d'un crédit-bail, il n'y a pas de décaissement initial mais les loyers permettent des éco- 
nomies d'impôts. 
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Exemple. Le responsable des investissements d'une entreprise s'interroge quant au mode de financement 
à choisir pour une machine d'un coût total de 60 000 € HT, amortissable sur 2 ans. 


Deux modes de financement sont possibles : 

° Emprunt représentant 80 % du prix hors taxe, taux semestriel : 3 %, remboursable en 4 semestrialités 
constantes. Le reste est financé sur fonds propres. 

e Financement par crédit-bail, sur 2 ans 


Les loyers sont semestriels et payables d'avance. Les deux premiers loyers s'élèvent à 19 500 €, les deux 
suivants : 9 600 €. 


Option d'achat de 1 200 € HT payés à la fin de la deuxième année. Le bien est alors amorti en totalité sur 
l’année 3. 

L'entreprise est soumise à l'impôt sur les sociétés (taux 33 1/3 %L). 

Pour un taux d'actualisation actuariel de 4,04 %, quel mode de financement retenir ? 


1. Dans le cas où l'entreprise emprunte pour l'achat du matériel. 
Montant de l'emprunt : 60000 x 80 % = 48 000 € 
Fond propre versé date 0 : 12000 € 


Construisons le tableau d'amortissement de l'emprunt. 

La semestrialité est la solution de l'équation : 

Er 
i 

On obtient a = 12 913,30 € 


1 (1+ LE 


| soit ici : 48000 = a «| 
0,03 


CRD, =a x 


D'où le tableau d'amortissement : 


Semestre CRD Intérêt Amortissement Annuité 
1 48 000,00 1 440,00 11 473,30 12 913,30 
2 36 526,70 1 095,80 11 817,50 12 913,30 
3 24 709,20 741,28 12172102 12 913,30 
4 1253718 376,12 1253718 12 913,30 
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Les sorties de trésorerie correspondent aux annuités versées à la fin de chaque semestre, dates 1, 2, 3 et 4 
ainsi qu'au montant des fonds propres, date O. 


Début Fin Fin Fin En dusemestie 4 
du semestre 1 du semestre 1 du semestre 2 du semestre 3 (date 4) 

(date 0) (date 1) (date 2) (date 3) 

12 000 12191520 12 913,30 12 913,30 12 913,30 


30000 « += 10 000 € 


: ; , 6 
La dotation annuelle est égale à 


0000 


= 30 000 € 


L'entreprise va faire des économies d'impôts puisque les charges diminuent le revenu fiscal. 


L'économie d'impôt est égale à 33,33333 % de la dotation aux amortissements (date 2 et 4), soit 


Fin Fin Fin Fin 
du semestre 1 du semestre 2 du semestre 3 du semestre 4 
(date 1) (date 2) (date 3) (date 4) 
Des tEN AU 30 000 30 000 
amortissements 
Économies 
d'impôts sur 10 000 10 000 
l'amortissement 
L'économie d'impôt est égale à 1/3 des intérêts annuels. 
Début Fin Fin Fin Fin 
du semestre 1 du semestre 1 du semestre 2 du semestre 3 du semestre 4 
(date 0) (date 1) (date 2) (date 3) (date 4) 
Intérêt semestriel 1 440,00 1 095,80 J1P28 376,12 
Intérêt de l'année 2 535,80 1111177200) 
Économies 
d'impôts sur 845,27 572,217) 
l'intérêt de l'année 
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On peut maintenant calculer la dépense nette, à chaque date : 


Début Fin Fin Fin Fin 
du semestre du semestre du semestre du semestre du semestre 
1 1 2 3 4 
(date 0) (date 1) (date 2) (date 3) (date 4) 

DERIÉSANaNE 12 000 12 913,30 12 913,30 12 913,30 12 913,30 
de trésorerie 
Économies 
d'impôt sur 845,27 372 417 
les intérêts 
Économies 
d'impôt 10 000,00 10 000,00 
sur dotations. 
Flux is : — 12 000 — 12 913,30 — 2 068,03 — 12 913,30 — 2 540,83 
de trésorerie 


La valeur nette actualisée au taux de 2 % (taux semestriel équivalent à 4,04 % annuel) des flux de trésorerie 


est égale à : 


VAN = - 12 000 — 12 913,30 (1+ x) =! — 2 068,03 (1+ x) 2? — 12 913,30 (1+ x)  ? — 2 540,83 (1+ x) _ * 


= —41 163,65 € 


2. Dans le cas où l'entreprise choisit le financement par crédit-bail. 


Les sorties de trésorerie correspondent aux loyers versés au début de chaque semestre, dates 0, 1,2,et3 et 
à l'option d'achat de 1 200 € versée date 4 : 


Début Début Début Début Fin 

du semestre 1 du semestre 2 du semestre 3 du semestre 4 du semestre 4 
(date 0) (date 1) (date 2) (date 3) (date 4) 
19 500 19 500 9 600 9 600 1 200 


L'économie d'impôt est égale à 1/3 des loyers de l’année. 
L'économie d'impôt sur l'amortissement du matériel est attachée à la date 6, fin de la troisième année. 
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Début Début Début Début Fin Fin Fin 
du du du du du du du 
semestre | semestre | semestre | semestre | semestre | semestre | semestre 
1 2) 3 4 4 5 6 
(date 0) | (date 1) | (date 2) | (date 3) | (date 4) | (date 5) | (date 6) 
PA IE 39 000 19 200 
de l’année 
Économies 
d'impôt 13 000 6 400 
sur les loyers 
Option d'achat 1 200 
Économies 
d'impôt 400 
sur l'achat 
On peut maintenant calculer la dépense nette actualisée : 
Début Début Début Début Fin Fin Fin 
du du du du du du du 
semestre | semestre | semestre | semestre | semestre | semestre | semestre 
1 2 3 4 4 5 6 
(date 0) | (date 1) | (date 2) | (date 3) | (date 4) | (date 5) | (date 6) 
M 19 500 | 19500 | 9600 9600 | 1200 
e trésorerie 
économie 
d'impôt 13 000 6 400 
sur les loyers 
Économie 
d'impôt sur 400 
l'amortissement 
HOES -19500 | -19500 | 3400 | -9600 5 200 400 


de trésorerie 
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La valeur nette actualisée au taux de 2 % (taux semestriel équivalent à 4,04 % annuel) des flux de trésorerie 
est égale à : 


VAN = — 19 500 — 19 500 (1+ x) =! + 3 400 (1+ x) = 2 — 9 600 (1+ x) = 3 + 5 200 (1+ x) = 4 + 400 (1+ x) 76 
= — 39 236,78 €. 


3. Le financement par crédit-bail, au taux d'actualisation de 4,04 % annuel est moins coûteux que l'em- 
prunt. 
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